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INTRODUCTION.

Les GEuvres de Galois ont, comme on sait, été publides
cn 1846 par Liouville, dans le Journal de Mathématiques.
Il &ait regrettable que I'on ne pit posséder & part les
- (Euvres du grand géométre ; aussi la Société mathématique
a-t-elle décidé de faire réimprimer les Mém oires de Galois.
Cette édition est conforme & la précédente ; on a seulement
supprimé 'avertissement placé par Liouville au début de la
publication. '

Un travail, qui parait définitif, sur la vie de Galois vient
d’¢tre publié par M. Paul Dupuy, dans les Annales de
U’Ecole Normale supérieure (1896). Comme documents
antéricurs relatifs & la vie de Galois, il faut citer la Notice
nécrologique que lui consacra son ami Auguste Chevalier,
dans la Revue encyclopédique (septembre 1832), et un
article paru dans le Magasin pittoresque, en 1848. Eva-
risle Galois est né 4 Bourg-la-Reine, prés de Paris, le
25 octobre 18113 il quitia la maison paternelle en 1823,
pour entrer en quatriéme au collége Louis-le-Grand. Dés
I'age de quinze ans, ses dispositions extraordinaires pour les
Sciences mathématiques commencent & se manifester ; les
livres élémentaires d’Algeébre ne le satisfont pas, et c’est dans
les Ouvrages classiques de Lagrange qu'il fait son éducation
algébrique. Tl semble qu'd dix-sept ans Galois avait déja
obtenu des résultats de la plus haute importance concernant
la théorie des équations algébriques. On ne peut faire que
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des conjectures sur la marche de ses idées, les deux Mé-
moires qu’il présenta & I'Académie des Sciences ayant été
perdus; une chose toutefois est certaine : il était, au com-

_ mencement de 1830, en possession de ses principes géné-

raux, comme le montre I'analyse d’un Mémoire sur la ré-
solution algébrique des équations dans le Bulletin de
Feérussac, ol sont énoncés une série de résultats qui ne sont
manifestement que des applications d’une théorie générale.
, Ce court article est le plus important qui ait été publié par
Galons lui-méme, le Mémoire fondamental sur I'Algébre re-
” trouvé dans ses papiers n’ayant été imprimé qu’en 1846.

On trouvera, dans I'article de M. Dupuy, des renscigne-
ments d’un grand intérét sur la vie de Galois. Il est peu pro-
bable que de nouveaux documents viennent désormais
s'ajouter & ccux que nous possédons maintenant. Aprés
deux échecs & ’Ecole Polytechnique, Galois entra & 'Ecole
Normale en 1829 et fut obligé de la quitter I'année suivante.
Dans la derni¢re année de sa vie, il se donna tout entier & la
politique, passa plusieurs mois sous les verrous de Sainte-
Pélagie et, blessé mortellement en duel, mourut le 31 mai
1832. En présence d’une vie si courte et si tourmentée, I’ad-
miration redouble pour le génie prodigieux qui a laissé dans
la Science une trace aussi profonde ; les exemples de pro-
ductions précoces ne sont pas rares chez les grands géo-
métres, mais celui de Galois est remarquable entre tous.
Il semble, hélas! que le malheurcux jeune homme ait triste-
ment payé la rancon de son génie. A mesure que se déve-
veloppent ses brillantes facultés mathématiques, on voit
s’assombrir son caractére, autrefois gai et ouvert, et le
sentiment de son immense supériorité développe chez lui un
orgueil excessif. Ce fut la cause des déceptions qui eurent
tant d’influence sur sa carriére, et dont la premiére fut son
échec a I'Ecole Polytechnique. Son examen dans cette

N\
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Ecole a laissé des souvenirs; sans aller aussi loin que le
veut la légende, disons seulement que Galois refusa de ré-
pondre & une question, qu'il jugeait ridicule, sur la théorie
arithmétique des logarithmes. On ne peut douter aussi qu'il
ne se soit pas prété & fournir sur ses travaux les explications
que lui demandaient les mathématiciens avec qui il s'est
trouvé en relations, explications que rendait nécessaires la
rédaction rapide de ses Mémoires ; aussi comprend-on facile- ~
ment que son mérite n'ait pas été reconnu de ses contempo-
rains. Ce 7i'esT pas sans peine que Liouville réussit & saisir -
I’enchainement des idées de Galois, et il fallut encore de
nombreux commentateurs pour combler les lacunes qui sub-
sistaient dans plus d’'une démonstration, et amener les théo-
ries du grand géométre au degré de simplicité qu'elles sont
susceptibles de revétir aujourd’hui.

La théorie des équations doit & Lagrange, Gauss et Abel
des progrés considérables, mais aucun d'eux n’arriva &
mettre en évidence I'élément fondamental dont dépendent
toutes les propriétés de I'équation ; cette gloire était réservée ;
a4 Galois, qui montra qu’a chaque équation algébrique cor- ‘
respond un groupe de substitutions dans lequel se reflétent -
les caractéres essentiels de I'équation. En Algtbre, la théorie |
des groupes avait fait auparavant I'objet de nombreuses re-
cherches dues, pour la plupart, & Cauchy, qui avait intro-
duit déja certains éléments de classification ; les études de
Galois sur la Théorie des équations Iui montrérent I'impor- |
tance de la notion de sous-groupe invariant d'un groupe '
donné, et il fut ainsi conduit & partager les groupes ea !
groupes simples et groupes composés, distinction fondamen- ‘,
tale qui dépasse de beaucoup, en réalité, le domaine de
I'Algébre et s'étend au concept de groupes d’opérations dans
son acception la plus étendue.

Les théories générales, pour prendre dans la Science un
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droit de cité définitif, ont le plus souvent besoin de s'illustrer
par des applications particuli¢res. Dans plusieurs domaines,
celles-ci ne sont pas toujours faciles & trouver, et 'on pour-
rait citer, dans les Mathématiques modernes, plus d’une théo-
rie confinée, si j’ose le dire, dans sa trop grande généralité;
au point de vue artistique, qui joue un réle capital dans les
Mathématiques pures, rien n'est plus satisfaisant que le dé-
veloppement de ces grandes théories, cependant de bons
esprits regretient celte tendance, qui a peut-étre ses dangers.
On ne peut, pour Galois, émettre un pareil regret; la réso-
lution algébrique des équations Ini a fourni, dés le début, un
champ particulicr d’applications oi le suivirent depuis de
nombreux géométres, parmi lesquels il faut citer au premier
rang M. Camille Jordan.

Les travaux de Galois, sur les équations algébriques, ont
rendu son nom célécbre, mais il seinble qu'il avait fait, en
Analyse, des découvertes au moins aussi importantes. Dans

. salettre & Auguste Chevalicr, écrite la veille de sa mort, et

qui est une sorte de testament scientifique, Galois parle d’'un
Mémoire qu'on pourrait composer avec ses recherches sur
les intégrales. Nous 12 connaissons de ces recherches que ce
qu'il en dit dans cette lettre ; plusicurs points restent obscurs
dans quelques énoncc) de Galois, mais on peut cependant se
faire une idée précise de quelques-uns des résultats auxquels
il était arrivé dans la théorie des intégrales de fonctions algé-
briques. On acquicrt ainsi la conviction qu'il était en posses-
sion des résultats les plus cssentiels sur les intégrales abé-
liennes que Riemann devait obtenir vingt-cinq ans plus tard.
Nous ne voyons pas sans étonnement Galois parler des pé-
riodes d'une intégrale abélienne relative & une fonction
algébrique quelconque ; pour les intégrales hyperelliptiques,
nous n’avons aucune difficulté & comprendre ce qu'il entend

par période, mais il cn est autrement dans le cas général, et
h

\
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I'on est presque tenté de supposer que Galois avait tout au

moins pressenti certaines notions sur les fonctions d'une va-

riable complexe, qui ne devaient étre développées que plu-
sieurs années aprés sa mort. Les énoncés sont précis; —
I'illustre auteur fait la classification en trois espices des inté-
grales abélienncs, ct affirme que, si n désigne le nombre des
intégrales de premitre espéce linéairement indépendantes,
les périodes seront en nombre 2n. Le théoréme relatif &
'inversion du paramétre et de I'argument dans les inté-
grales de troisitme cspdce est nettement indiqué, ainsi que
les relations cntre les périodes des intégrales abéliennes;
Galois parle aussi d’une généralisation de I'dquation clas-
sique de Legendre, ou figurent les périodes des intégrales
elliptiques, généralisation qui I'avait probablement con-
duit aux importantes rclations découvertes depuis par
Weicrstrass ct par M. Fuchs. Nous en avons dit assez pour
montrer I'étenduc des découvertes de Galois en Analyse ;
si quelques années de plus lui avaient été données pour dé-
velopper ses idées dans cette direction, il aurait été le glo-
rieux continuateur d’Abel ct aurait édifi¢, dans ses parties
essentielles, la théorie des fonctions algébriques d'une
variable telle que nous la connaissons aujourd’hui. Les
médilations de Galois portérent encore plus loin; il ter-
mine sa lettre en parlant de I'application & ’Analyse trans-
cendante dc la théoric de 'ambigulté. On devine & peu prés 1
ce qu'il entend par 14, et sur ce terrain qui, comme il le dit, 1
est immense, il reste encore aujourd’hui bien des décou- %
vertes & faire. : ‘
Ce n’est pas sans émotion que I'on achéve la lecture du
testament scientifique de ce jeune homme de vingt ans, écrit
la veille du jour ou il devait disparaltre dans une obscure |
querelle. Sa mort fut pour la Science une perte immense ;
Pinfluence de Galois, s'il edt vécu, aurait grandement mo-

\
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difié 'orientation des recherches mathématiques dans notre
pays. Je ne me risquerai pas & des comparaisons périlleuses :
Galois a sans doute des égaux parmi les grands mathémati-

cicns de ce si¢cle; aucun ne le surpasse par I'originalité et la
profondeur de ses conceptions.

: EuiLx Picano,
Président de la Société mathématique de Frasce.
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I. — ARTICLES PUBLIES PAR GALOIS.

DEMONSTRATION  ~ Jy
'R f
THEOREME SUR LES FRACTIONS CONTINUES PERIODIQUES (*).

—

On sait que si, par la méthode de Lagrange, on développe en
fraction continue une des racines d’une équation du second degré,
cette fraction continue sera périodique, et qu'il en sera encore de
méme de I'unc des racines d’une équation de degré quelconque,
si cetle racinc est racine d’un facteur rationnel du second degré
du premier membre de la proposée, auquel cas cette équation
aura, tout au moins, une autre racine qui sera également pério-
dique. Dans I'un et dans I'autre cas, la fraction continue pourra
d'silleurs étre immédiatement périodique ou ne I'étre pas immé-

(') Tome XIX des Annales de Halh(md‘:a de M. Gergosne, page 29{
(1828-18129). Galois éuait alors éléve au collége Louis-le=Srand. (J. Liovviiis.)

E. G. (]
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diatement ; mais, lorsque cette derniére circonstance aura lieu, il
y aura du moins une des transformées dont une des racines sera
immédiatement périodique.

Or, lorsqu’une équation a deux racines périodiques répondant
3 un méme facteur rationnel du second degré, et que I'une d’elles
est immédiatement périodique, il existe entre ces deux racines
une relation assez singuli¢re qui paraft n’avoir pas encore é1é re-
marqudée, ct qui peut ére exprimée par le théoréme svivant :

Tutorkue. — Si une des racines d’une équation de degré
quelconque est une fraction continue immédiatement pério-
dique, cette équation aura nécessairement une autre racine
également périodique que U'on obtiendra en divisant I’ unité
négalive par cette méme fraction continue périodique, écrite
dans un ordre inverse.

Démonstration. — Pour fixer les idées, ne prenons que des
périodes de quatre termes; car la marche uniforme du calcul
prouve qu'il en serait de méme si nous ea admettions un plus

grand nombre./ Y9it une des racines d’une équation de degré quel-
conque exprine. \_:omme il suit :

. [
r=a-+4

b+ !

L
e+ ——
d-o————-'
@ 4 ————me
J
o+ —

¢ -+

—— e m i -

d+

I'équation du second degré, i laquelle appartiendra cette racine,
et qui contiendra conséquemment sa corrélative, sera

i
\

1
T=a+4 -

b+ L
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or, on tire de 13 successivement

A—F=—— a—= 1
b+——-' c+ .
c -+ : d~+ >’
d 4 ——
1 ] ] '
b+ — = C 4
a=—% 4! b4 — d—,
d ] a—=x =
-+ - »
¢+ 1 = ! s ! : memd4 =y
b+ d-+ "’ c+ .
a—s b+
a—-=zx
[} [
d+ ! - == r =—z,
e+ . . d 4
b+a__, ¢+ .
b+ai—
c'est-d-dire
= !
d+ !
€+

LY
c’est donc toujours 1 I'équation du second degré qui donne'a!.!
deux racines dont il s’agit; mais, cn mettant continuellement
pour z, dans son second membre, ce méme sccond membre, qui

cn est, en effet, la valeur, elle donne
]
r e —
d+
¢+

b+

c’est donc 1a I'autre valeur de z, donnée par cette équation, valeur
qui, comme I'on voil, est égale & —1 divisé par la premiére écrite
dans un ordre inverse.




—_f -

Dans ce qui précéde, nous avons supposé que la racine proposée
était plus grande que I'unité; mais, si 'on avait

x =

. ]
on en conclurait, pour une des valeurs de 2’

(]
=a4+—- 1
b+
c+

'autre valeur de ;—i"\ Flit done, par ce qui précdde,

8=

d+

¢+

b+ ! '

a4 ———

, il
+ : I‘

c +
]

a -+

b+

) .
d'ot I'on conclurait, pour I'autre valeur de z,

r=—d-+




¢+ 1

a4
‘.3

b+

ce qui rentre exactement dans notre théoréme.

Soit A une fraction continue immédiatement périodique quel-
conque, et soit B la fraction conlinue qu'on ea déduit en reaver-
sant la période; on voil que, si I'une dcs racines d’une équation

est x == A, elle aura nécessairement une autre racine r = — ﬁ;

or, si A est un nombre positif plus grand que I'unité, — % sera
négatif et compris entre o et —1; et, & 'inverse, si A est un
nombre négatif compris entre o et —1, —é scra un nombre po-

sitif plus grand que I'unité. Ainsi, lorsque I'une des racines d’une
équation du sccond degré est une fraction continue immédiate-
ment périodique, plus grande que P'unité, I'autrc est nécessaire-
went comprisc cntre 0 et —1; ct réciproquement, si 'une d’elles
st comprisc entre o et —1, 'autre sera nécessairement positive
et plus grande que l'unité. -

n peut prouver que, réciproquement, si l'une des deux ra-
cines d’une équation du second degré est positive et plus grande
que I'unité, et que l'autre soit comprise entre o et —1, ces racines
scront cxprimables co fractions continucs immédiatement pério-
diques. En cffet, soit toujours A une fraclion continue immé-
diatement périodique quelconque, positive et plus grande que
I'unité, et B la fraction continue immédiatement périodique qu’on
co déduit, en renversant la période, laquelle sera aussi, comme
elle, positive et plus grande que I'unité. La premiére des racines
de la proposée ne pourra éire de la forme

I'=p-i-io

L v Ty -
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car alors, en vertu de notre théoréme, la seconde devrait éire

L
r=a+—=a—-B

—I

or a — B ne saurait &tre compris entre o et 1 qlu’aulant que la
partie enliére de B serait égale & p, auquel cas la premiére valeur
serail immédiatement périodique. On ne pourrait avoir davantage,

pour la premidre valeur de z, z =p + -—'—', car alors 'autre
9+
serait
'

3'=P+q-TB' ou S=p‘—-B—_'_—q;

or, pour que cette valeur fdt comprisc cntre o et —1, il faudrait
d’abord que g

donc que B—g Mt plus petit que 'unité, ce qui exigerait que B
fat égal a g, plus unc fraction; d'od I'on voit que ¢ et p devraient
dtre respectlivement égaux aux deux premiers termes de la période
qui répond 4 B, ou aux deux derniers de la période qui répond 4 A;
de sorlc que, contrairement a I'hypothése, la valeur r = p - —-'—;-
7+ 3
serait immédiatement périodique. On prouverait, par un raison-
nement analogue, que les périodes ne sauraient étre précéd/
d’un plus grand nombre de termes n’en faisant pas partie.

Lors donc que I'on traitera une équation numérique par la mé-
thode de Lagrange, on sera sdr qu'il n'y a point de racines pério-
diques a espérer lant qu'on nc rencontrera pas une transformée
ayant au moins une racine positive plus grande que I'unité, et une
aulre comprise entre o et —1; et si, cn effet, la racine que I'on
poursuit doit étrc périodique, ce sera toul au plus & cette trans-
formée que les périodes commenceront.

Si I'une des racines d'une équation du second degré est non
sculement immédiatement périodique, mais encore symétrique,
c’est-i-dire si les termes de la période sont égaux i égale distance

des exirémes, on aura B= A; de sortc que ces deux racines

N\

fM égal & p, plus unc fraction. 11 faudrait
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seront A et — i; Péquation sera donc
Axt—(At—I1)s—A =0,

Réciproquement, toute équation du second degré de la forme
ar*—br—a=o

aura ses racines a la fois immédiatement périodiques et symé-
triques. En effet, en mettant tour & tour pour z I'infini et —1, on
obtient des résultats positifs, tandis qu'en faisant x =1 et z=o,
on obtient des résultats négatifs; d’od 'on voit d’abord que ceute
équation a une racine positive plus grande que 'unité et une ra-
cine négative comprise cnlre o el — 1, el qu'ainsi-ces racines sont
immédiatement périodiques ; de plus, cetle équalion ne change

pas en y changeant z en — :; ; d'od il suit que, si A est une de ses
.
A
Appliquons ces généralités a I'équation du second degré

racines, I'autre sera — <, el qu'ainsi, dans ce cas, B=A.

Irt—16r+18 =o;

on lui trouve d’abord une racine positive comprise entre 3 et 4;
cn posant
]
=34 = é
b 4

on obtient la transformée
3yt—ay—3=o,

dont la forme nous apprend que les valeurs de y sont i la fois
immédiatement périodiques et symétriques; en effet, en posant K
tour & tour ‘

j:l-‘-%. 8=:+£" l=l+%’
on obtient les transformées
23'—§3—~3=0, 30— fl—23=0, Jul—a2u—-3=o0.

L'identité entre les équations en u ct en y prouve que la valeur =
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positive de y est

ry=1+
3+

U 4
° 1+

sa valeur négative sera done

==
1+
2+
'+

| I
2+

1=+
les deux valeurs de x seront donc
r=3—

|
T —— 1+
24

=234

5 2+
14+ — §<-

14— 1+

. [}

) by 1+
' Cey *r

dont la derniére, en vertu de la formule connue

8
P—==p—1+

7 I-O-Fo
devient

| =14
’ )+

1+
1+

1+

2+
Id } 1+

-+
* 2+

1+



NOTES

sor
QUELQUES POINTS D'ANALYSE ().

§ L. — Démoanstration d'un théordme d’Analyse.

Tatoniue. — Soient Fz et fx deux fonctions quelconques
données; on aura, quels que soient x et A,
F(r+ M —Fx
f(x+A)— == ?(k)
9 étant une fonction déterminée, et k une quantité intermé-
diaire entre z et  + A.
Démonstration. — Posons, en effet,
F(r+h)—F=z P:
f(z+h)— I= ’
on en déduira
P(z+ h)—Pl(zx+ k) =Fz—Plx;

d’od I'on voit que la fonction Fz — Pl ne change pas quand on
y change z en z + A; d’od il suit qu'd moins qu'elle ne reste
conslante entre ces limiles, ce qui ne pourrait avoir licu que dans
des cas particuliers, cette fonction aura, entre z et  + h, un ou
plusieurs maxima et minima. Soit 4 la valeur de z répondant i
I'un d’eux; on aura évidemment & = §(P), ¢ é&lant une fonction
déterminée; donc on doit avoir aussi P = ¢ (&), 7 élant une autre
fonction également déterminée; ce qui démontre le théoréme.
De la oo peut conclure, comme corollaire, que la quantité

. F(z+A)—F=x

lim. ?{;ﬁ = '(’)'
pour k= o, est nécessairement une fonction de z, ce qui dé-
montre, a priori, 'existence des fonclions dérivées.

(*) Annales de Mathématiques de M. Gergonae, tome XXI, page 182 (1830~
1831). C'est par suite d’une faute d'impression qu’on y lit : Galais, €léve & I'Bcole
normale, au licu de Galois. (J. LiouviLrs.)




§ IL. — Rayon ds courbure des oourbes de Pespace.

Le rayon de courbure d’une courbe en 'un quelconque de ses
points M est la perpendiculaire abaissée de ce point sur I'inter-
section du plan normal au point M avec le plan normal consé-
cutif, comme il est aisé de s'cn assurer par des coasidérations
géométriques.

Cela posé, soit (z,y, 5) un point de la courbe; on sait que le
plan normal ¢n ce point aura pour équation

™) (X—z) + (Y=Y +(l-s;7-=o,

X, Y, Z &ant les s_ymboles des coordonnées courantes. L'inter-
section de ce plan normal avcc le plan normal conséculif sera
donnée par le systi¢me de cette équation et de la suivante

. dy ds
()] ' ( ) i(‘-i—?i-+(z—:)féf—;-—

attendu que
dz\* d] ] h ]
(Z)'+ () + (@)=~
Or, il est aisé de voir que le plan (I) esl perpendiculaire au
plan (N), caron a

fa(4) Fo(§) - S (5)-

donc la perpendiculaire abaissée du point (2, y, 5) sur l'inter-
section des deux plans (N) et (I) n’est autre chose que la perpen-
diculaire abaissée du méme point sur le plan (1). Le rayon de
courbure est donc la perpendiculaire abaissée du point (2, y, 3)
sur le plan (I). Cette considération doune, trés simplement, les
théorémes connus sur les rayons de courbure des courbes dans
P'espace.
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MEMOIRE SUR LA RESOLUTION ALGEBRIQUE DES EQUATIONS (1).
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On appelle équations non primitives les équations qui, étant,
par exemple, du degré mn, se décomposent en m facteurs du
degré n, au moyen d’une seule équation du degré m. Ce sont les
équations de M. Gauss. Les équations primitives sont celles qui
ne jouissent pas d’une pareille simplification. Je suis, & I'égard
des équations primilives, parvenu aux résultats snivants:

1* Pour qu'une équation dec degré premier soit résoluble par
radicaux, il faut et il suffit que, deux quelconques de ses racines
élant connues, les autres s’en déduisent rationnellement.

2° Pour qu'une équation primitive du degré m soit résoluble
par radicaux, il faut que m = pv, p étant un nombre premier.

3°7A part les cas mentionnés ci-dessous, pour qu'une équation
primitive du degré p* soit résoluble par radicaux, il faut que,

deux queclconques de ses racines étant connues, les autres s'en

déduisent rationnellement.

A la regle précédente échappent les cas trés particuliers qui
suivent :

1° Le cas de m = p¥ =9, = 25;

2* Le cas de m = p¥ = 4 ct généralement celui od, a* étant un
diviseur de%‘-, on aursit a premier, et

) J— .

“’(P—' =P (mod. a%).
Ces cas s'écartent toutefois fort peu de la rigle générale.

Quand m =g, = 25, 'équation devra éire du genre de celles
qui déterminent la trisection et la quintisection des fonctions
elliptiques.

(*) Bulletin des Sclences mathématigues de M. Férussae, t. XII, p. s
(année 1830, cahier d'avril). (J. Liovviis.)
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Dans le second cas, il fandra toujours que, deux des racines
étant connues, les autres s’en déduisent, du moins au moyen d’un
nombre de radicaux, du degré p, égal au nombre des diviseurs a*

deZ=t, qui sont tels que
P—1

;’-(3;:;'—6\' =p (mod. a%), a premier.

Toutes ccs propositions ount été déduites de la théorie des per-
mutalions.

Voici d’autres résullats qui découlent de ma théorie.

1° Soit k& le module d’une fonction elliptique, p un pombre
premier donné>3; pour que I'équation du degré p +1, qui
donne les divers modules des fonctions transformées relativement
au nombre p, soit résoluble par radicaux, i/ faut de deux choses
I'une : ou bien qu’une des racines soit rationncllement connue,
ou bicn que toules soient des fonctions rationnelles les unes des
autres. 1l ne s’agit ici, bien enlendu, que des valcurs particuliéres
du module 4. Il st évident que la chose n'a pas lieu en général.
Cette régle n’a pas lieu pour p =35.

2° Il est remarquable que 1'équation modulaire générale du
sixiéme degré, correspondant au nombre 5, peut s’abaisser & une
du cinquiéme degré dont elle est la réduite. Au contraire, pour
des degrés supéricurs, les équations modulaires ne peuvent s’a-
baisser ().

(') Cette assertion n'est pas tout 3 fait exacte, comme Galois en avertit lui-
méme dans sa Lettre M. Auguste Chevalier, qu'on trouve plus bas. 11 dit ea gé-
néral, au sujet de I'article que nous reproduisons ici : « La condition que j'ai indi-
quée dans lc Bulletin de Férussac, pour la solubilité par radicaux, est trop
restreinte; il y a peu d'exccplions, mais il y en a. » Quant aux équations modulaires
en particulier, il déclare I'abaisscment du degré p + 1 au degré p possible, noa
seulcment pour p = 5, mais encore pour p = 7 et p = 11; mais il en maintieat
I'impossibilité pour p > 11. (J. Liouviire.)
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RESOLUTION DES EQUATIONS NUMERIQUES (!).
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M. Legendre a le premier remarqué que, lorsqu’une équation
algébrique élait mise sous la forme

¢r=2,

ol 3z est une fonction de z qui croft constamment en méme
temps que z, il é1ait facile de trouver la racine de cette équation
immédiatement plus petite qu’'un nombre donné a, si 9a < a, et
la racine immédiatement plus grande que a, si pa > a.

Pour le démontrer, on construit la courbe y = ¢z et la droite
¥ = z. Soit grise une abscisse = a, et supposons, pour fixer les
idées, pa > a, je dis qu’il sera aisé d’obtenir la racine immédiate-
" ment supéricure & a. En effet, lcs racines de I'équation gz ==
ne sont que les abscisses des points d’intersection de la droite et
de la courbe, ct il est clair que I'on s’approchera du point le plus
voisin d'intersection en substituant & I'abscisse a I'abscisse pa.
On aura une valeur plus approchée encore en prenant Ppa,
puis $39a, et ainsi de suite.

Soit Fz = o une équation donnée du degré r, et F:: =X-Y,
X et Y n’ayant que des termes positifs. Legendre met successive-
ment ’équation sous ces deux formes :

les deux fonclions 9.z et $x sont toujours, comme on voit, 'ane
plus grande, I'autre plus petite que z. Ainsi, a I'side de ces deux
fonctions, on pourra avoir les deux racines de I'équation les plus
approchées d'un nombre donné a, I'une en plus et P'autre en
moins.

(*) Bulletin des Sciences mathématiques de M. Férussac, t. XIIL, p. {13
(anaée 1830, cahier de juin). (J. Lioyviriz.)
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Mais cette méthode a I'inconvénient d’exiger, & chaque opéra-
tion, I'extraction d’une racine n¥™. Voici deux formes plus com-
modes. Cherchons un nombre & tel que la fonction

Fr
- T IS
croisse avec z, quand z > 1. (Il suffit, en effet, de savoir trouver

les racines d’une équation qui sont plus grandes que I'unité.)
Nous aurons, pour la condition proposée,

d X—Y
kxn bi nX—2X'" aY—2Y .
1+ az >0, ou bicn 1= Lxu+i kzat+i >0;

or on a identiquement
nX—zX'>o, aAY —xY'>o;
il suffit donc de poser

— U
'—'—xm;:l<l pour x>,

et il suffit, pour cela, de prendre pour & la valeur de la fonction
nX — zX', relatived z =1. ' )
Oa trouvera de mémc un nombre A tel que la fonction

Fx

I - e

Azs {

croltra avec x, quand z sera > 1, en changeant Y en X.
Ainsi, 'équation donnée pourra sc mettre sous I'une des formes

Fx - Fz
z=:+E5. 3‘=£-—-E;)

qui sont toutes deux rationnelles et donnent pour la résolution
une méthode facile.
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SUR :
LA THEORIE DES NOMBRES (*).

Quand on convient de regarder comme nulles toutes les quan-
tités qui, dans les calculs algébriques, se lrouvent multipliées par
un nombre premier donné p, et qu'on cherche, dans cctte con-
vention, les solutions d’une équation algébrique Fx — o, ce que
M. Gauss désigne par la notation Fx = o, on n'a coutume de
considérer que les solutions entidres de ces sortes de questions.
Ayant é1é conduit par des recherches particuli¢res & considérer
les solutions incommensurables, je suis parvenu 3 quelques résul-
lals que je crois nouveaux. .

Soit une pareille équation ou congruence, Fx = o, ct p le mo-
dule. Supposons d’sbord, pour plus de simplicité, que la con-
gruence en question n’admette aucun facteur con mensurable,
c’est-d-dire qu'on ne puisse pas trouver trois fonctions ¢z, ¢z,
4% telles que

or.¢r=Fz+p.yx.

Dans ce cas, la congruence n’admettra donc auncune racine en-
tiére, ni méme aucune racine incommensurable de degré infé-
rieur. 1l faut donc regarder les racines de cette congruence comme
des espéces de symboles imaginaires, puisqu’clles ve satisfont pas
aux questions des nombres cntiers, symboles dont I'emploi, dans
le calcul, sera souvent aussi utile que cclui de I'imaginaire y—1
dans I'analyse ordinaire.

C’est la classification de ces imaginaires, et leur réduction au
plus petit nombre possible, qui va nous occuper.

Appelons i I'une des racines de la congruence Fz = o, que
nous supposerons du degré v.

Considérons I'expression générale

; (A) @+ a4 ay® ... 4+ Ay ¥,

(*) Bulletin des Sciences mathématiques de M. Férussae, t. XII1, p. {28
(année 1830, cvhier de juin); avec la note suivante : « Ce Mémoire fait partie
des recherches de M. Galois sur la théorie dcs permutatioas et des équations
algébriques. » (3. Liouvmis,)

- —
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o a, a,, ay, ..., a,_, représentent des nombres entiers. En don-
nant & ces nombres toutes les valeurs, I'expression (A) en
acquiert pY, qui jovissent, ainsi que je vais le faire voir, des
mémes propriétés que les nombres naturels dans la théorie des
résu’— s des puissances. .

Ne prenons des expressions (A) que les p*— 1 valeurs od a,
@y, @3, ..., Qy_, De sont pas toutes nulles : soit a I'une de ces
cxpressions.

Si I'on éleve successivement a gax puissances 2, 3¢, ..., on
aura une suile de quantités de méme forme [parce que toute
fonction de ¢ peut se réduire an (v — 1)¥=* degré]. Donc on devra
avoir a®" =1, n élant un cerlsin nombre; soit n le plus petit
nombre qui soit tel que l'on ait a"=1. On aura un ensemble
de n expressions, toules différentes cntre clles,

1, a, 2% a’, ..., 2%,

Multiplions ces n quantités par une autre expression € de la méme
forme. Nous obtiendrons encore un nouveau groupe de quantités
toutes différentes des premidres et différentes entre elles. Si les
«quantités (A) ne sonl pas épuisées, on mullipliera encore les
puissances de 2 par une nouvelle expression y, et ainsi de saite.
On voit donc que le nombre n divisera néccssairement le nombre
total des quantités (A). Ce nombre étant p*— 1, on voit que n
divise p¥ — 1. De la suit encore que I'on aura '

e~V =4, oubiea ar'=a.

Ensuile on prouvera, comme dans la théorie des nombres, qu’il
y @ des racines primilives a pour lesquelles on ait précisément
p® —1=n, el qui reproduisent par conséquent, par I'élévation
aux puissances, toute la suite des autres racines.

Et I'unc quelconque de ces racines primilives ne dépendra que
d’une congruence du degré v, congruence irréductible, sans quoi
P’équation en i-ne le scrait pas non plus, parce que les racines de
la congruence en i sont toutes des puissances de la racine primitive.

On voit ici cette conséquence remarquable que toutes les quan-
tités algébriques qui peuvent s: préscnter dans la théorie sont
racines d’équations de la forme

==z,

\

\
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Cette proposition, énoncée algébriquement, est celleci : Etant
donués une fonction Fx et un nombre premier p, on peut poser

Sfz.Fze=2r’ —2+ pos,

Jx et 3z étant des fonctions entilres, toutes les fois que la con-
gruence Fx = o (mod. p) sera irréductible.

Si I'on veut avoir toutes les racines d'une pareille congruence
au moyen d’une seule, il suffit d’observer que I’on a généralement

(Fz)p" = F(z")

et que, par conséquent, l'une des racines étant z, les autres
seront
zr, = ..., 2 ()

Il s’agit maintenant de faire voir que, réciproquement & ce que
nous venons de dire, les racines de 1'équation ou de la congruence
zP" = z dépendront toutes d’une seule congruence du degré v.

Soit en effet i une racine d’une congruence irréductible et telle
que toutes lcs racines de la congruence z”" = & soient fonctions
rationnelles de ¢ (Il est clair qu'ici, comme dans les équations
ordinaires, cette propriéié a lieu) (2).

(*) De ce que les racines de la congrueace irréductible de degré v

Fx=o
sont exprimées par la suite

z, z¢r, 2 ..., 2",

on aurait tort de conclure que ces racines soieat toujours des quantités expri-
mables par radicaux. Voici un exemple du contraire :

La congrueace irréductible
*+2+1=0(mod 2)
donae ]
z£= :.:"'T__ V=3
qui se rédnit &
I s(lml 2),

formule qui n’appread riea.

(*) La proposition générale dont il s’agit ici peut s'énoncer sinsi : Etant doa-
née une équation algébrique, on pourra trouver ume foaclion ratioamelle § de
toutes ses racines, de telle sorte que, réciproquement, chacuac des racises s'ex-
prime rationnellement cn 8. Ce théoréme était connun d' , aiasi qu'on pewt le
voir par la premiére Partic du Mémoire que ce célébre géométre a laissé sur les
fonctions elliptiques.

E. G. . ]
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1l est d’abord évident que le degré p de la congruence en i ne
saurait étre plus petit que v, sans quoi la congruence
) Fre—1=o0
aurait toutes ses racines communes avec la congruence

Mt — =0,

ce qui est absurde, puisque la congruence (v) n'a pas de racines
égales, comme on le voit en prenant la dérivée du premier
membre. Je dis maintenant que p ne peut non plus étre > v.

En cffet, s'il en é1ail ainsi, toutes les racines de la congruence

Fh=ay
devraicnt dépendre rationnellement de celles de la congruence
=2z,
Mais il est aisé de voir que, si 'on a
ir=i
toute fonction rationnelle /: = fi donnera cncore
(fiyr = f(im) = fi, doa ke =h.

Donc toutes les racines de la congruence 27" = r lui scraient
communes avec I'équation 27" = r, ce qui est absurde.

Nous savons donc enfin que toutes les racines de I'équation ou
congruence zP" = z dépendent nécessairement d'unc seule con-
gruence irréductible de degré v.

Maintenant, pour avoir cette congruence irréductible d’od
dépendent les racines de la congruence z?' =z, la méthode la
plus générale sera de délivrer d’abord cetle congruence de tous
les facteurs communs qu’elle pourrait avoir avec des congruences
de degré inférieur ct de la forme

=2,

On ﬁbtiendn ainsi une congruence qui devra se parlager en
congruences irréductibles de degré v. Et, comme on sait exprimer
toutes les racines de chacune de ces congruences irréductibles au

N
.
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moyen d'une seule, il sera aisé de les chtenir toutes par la mé-
thode de M. Gaass.

Le plus souvent, cependant, il sera aisé de trouver parle titon-
nement une congruence irréductible d’un degré donné v, et I'on
doit en déduire toutes les autres.

Soient, pour exemple, p = 7, v = 3. Cherchons les racines de
la congruence

) 2™ = z (mod 7).
J'observe que la congruence
(2) f=a(mod )

éant irréductible, et du degré 3, toutes les racines de la con-
gruence (1) dépendent rationnellement de celles dc la con-
gruence (2), en sorte que toules les racines de (1) sont de la
forme

(3) a+ai+a® oubien a+aVa+aVi.

Il faut maintenant trouver une racine primitive, c’est-d-dire une
forme de I'expression (3) qui, élevée 3 toutes les puissances,
donne toutes les racines de la congruence

-1=13, savoir 2 19=y (mod %),

ct nous n'avons besoin pour cela que d’avoir une racine primitive
de chaque congruence

=3, aV=1, 2=,

La racine primitive de la premiére est — 1; celles de 2 —1=0o

‘sont données par les équations

z¥=13, z.‘-‘,

cn sorte que { est une racine primitive de %' =1.
Il ne reste qu'a trouver nne racine de z'* — 1 = o, ou plutdt de

29—
sﬁ'
xF—1

et essayons pour cela si I'on ne peut pas satisfaire & Ia question

\
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en posant simplement £ =a +- a,i, au lieu de a + a,i + a,*;
nous devrons avoir
(a+ayi)t=1,

ce qui, en développant par la formule de Newton, et réduisant les
puissances de a, de a, et de i, par les formales

amip—t) = 1, G.-(’-.,ﬂ 1, D= 2,
se réduit &

3[a —a'a}l + (ata}] + ata})it] =1,
d’od, en séparant,
3a—3atal =1, a*al-+ata}=o0.

Ces deux dernicres équations sont satisfailes en posanta= —1.

a,=1. Donc
—y i

est unc racine primitive de z'*=1. Nous avons trouvé plus haut,
pour racines primitives de z*=1 et de 23°=1, les valeurs — 1
et ¢; il ne reste plus qu'a multiplier cntre elles les trois quantités

-1, ‘I -1 ‘.v
et le produit i — {* sera une racine primitive de la congruence
zo-1=1,

Donc ici 'expression ¢ — i* jouit de la propriété que, en I'éle-
vant 4 loutes les puissances, on obtiendra 72 — 1 expressions dif-
férentes et de la forme

a -+ a; i+ agtt.

Si nous voulons avoir la congruence dec moindre degré d’oi
dépend notre racine primitive, il faut éliminer i entre les deux

équations
P=a, e=i—d.
On obtient ainsi
at— a4+ 2=o0.

1l sera convenable de prendre pour base des imaginaires et de
représenter par i la racine de cette équation, en sorte que

1O) D—i+a=o,
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et I'on aura toutes les imaginaires de la forme

a4 agi+ay®,

en élevant { & toutes les puissances et réduisant par I'équation (i).

Le principal avantage de la nouvelle théorie que nous venons
d’exposer est de ramener les congruences i la propriéié (si utile
dans les équations ordinaires), d’admettre précisément autant de
racines qu’il y a d’unités dans I'ordre de lear degré.

La méthode pour avoir toutes ces racines sera lrés simple. Pre-
mié¢rement, on pourra loujours préparer la congruence donnée
Fx=o0 de manitre qu'clle n'ait plus de racines égales, ou,
en d’autres termes, qu'elle n'ait plus de facteur commun avec
F'z = o, et le mpyen de le faire cst évidemment le méme que
pour les équations ordinaires.

Ensuite, pour avoir les solutions entidres, il suffira, ainsi que
M. Libri paraft en avoir fait le premier la remarque, de chercher
le plus grand facteur commun A Fxr =oetd z7 ' =1.

Si maintenant on veut avoir les solutions imaginaires du second
degré, on cherchera le plus grand facteur comman 3 Fxr=o0
et & zP'-' =1, et, en général, les solutions de J'ordre v seront
données par le plus grand commun diviseur 4 Fxr=o0 et &
P t=1. .

Clest sartout dans la théorie des permulations, od I'on a sans
cesse besoin de varier la forme des indices, que la considération
des racines imaginaires des congruences paraft indispensable.
Elle donne un moyen simple et facile de reconnaitre dans quel
cas une équalion primitive est soluble par radicaux, comme je
vais essayer d’cn donner en deux mots une idée.

Soit une équation algébrique fx = o, de degré p*; supposons
que les pY racines soient désignées par x;, cn donnant & I'indice &
les p* valeurs déterminées par la congruence &7° = £ (mod p).

Prenons unc fonction quelconque rationnelle V des p¥ racines zs.
Transformons cette fonction en substituant partout & l'indice &
lindice (ak + b)”, a, b, r é1ant des constantes arbitraires satis-
faisant aux conditions de a?”~'=1, b’ = b (mod p) et de r
entier.

En donnant aux constantes a, b, r toutes les valeurs dont elles
sont susceptibles, on obtiendra en tout p¥(p"—1)v manitres de



permuter les racines entre elles par des substitutions de la forme
[Za, Z(ers3y’], €t 1a fonction V admettra en général par ces sub-
stitutions p"( p*—1)v formes différentes.

Admettons maintenant que I'équation proposée fz =o soit
telle que toute fonction des racines, invariable par les p*(p*—1)v
permutations que nous venons de construire, ait pour cela méme
une valeur numérique rationnelle.

On remarque que, dans ces circonstances, I'équation fr=o
sera soluble par radicanx, et, pour parvenir i cette conséquence,
il suffit d’observer que la valeur substituée & £, dans chaque
indice, peut se mettre sous les trois formes

(ak o)W =[a(k+ 61))V = a'kV + b° = a'(k + b')P.

Les personnes habituées 2 la théorie des équations le verront
sans peine.

Cette remarque aurait peu d'importance si je n’ctais parvenu d
démontrer que, réciproqucment, une équation primitive ne sau-
rait &tre soluble par radicaux, & moins de satisfaire aux conditions
que je viens d’énoncer. (J'excepte les équations du neuvidme et
du vingt-cinqui¢me degré.)

Ainsi, pour chaque nombre de la forme pv, on pourra former
un groupe de permulations tel, que toute fonction des racines
invariable par ces permutations devra admettre une valeur ration-
nelle quand I'équation de degré p" sera primitive et soluble par
radicaux.

D’ailleurs, il n’y a que les équations d’un pareil degré p* qui
soient 4 la fois primitives et solubles par radicaux.

Le théoréme général que je viens d’énoncer précise et déve-
loppe les conditions que j'avais données dans le Bulletin du mois
d’avril. 1l indique Je moyen de former une fonction des racines
dont la valeur sera rationnelle, toutes les fois que I'équation pri-
mitive de degré p¥ sera soluble par radicaux, et méne, par con-
séquent, aux caractéres de résolubilité de ces équations, par
des calculs sinon praticables, du moins qui sont possibles en
théorie.

Tl est & remarquer que, dans le cas o) v =1, les diverses valeurs
de k ne sont autre chose que la suite des nombres entiers. Les
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substitutions de la forme (zi, Ta1,s) seront am nombre de
r(p—1) :

La fonction qui, dans le cas des équations solubles par radi-
caux, doit avoir une valeur rationnelle, dépendra, en général,
d’une équation de degré 1.2.3...(p — 2), & laquelle il faudra,
par conséquent, appliquer la méthode des racines rationnelles.
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II. — BUVRES POSTHUMES.

LETTRE A AUGUSTE CHEVALIER (*).

Mon cher ami,

J’ai fait en Analyse plusicurs choses noavelles.

Les unes concerncnt la théorie des équations; les autres, les
fonctions intégrales.

Dans la théorie des équations, j'ai recherché dans quels cas les
équations étaient résolubles par des radicaux, ce qui m’a donné
occasion d’approfondir cctte théorie et de décrire toutes les trans-
formations possibles sur une équation, lors méme qu’elle n'est
pas soluble par radicaux.

On pourra faire avec tout cela trois Mémoires.

Le premier est écrit, et, malgré ce qu'en a dit Poisson, je le
maintiens, avec les corrections que j'y ai faites.

Le second contient des applications assez curicuses de la
théorie des équations. Voici le résumé des choses les plus impor-
lantes :

1* D’aprés les propositions Il et Il du premier Mémoire, on
voit unc grande différence cotre adjoindre & une équation une des
racines d’une équation auxiliaire ou les adjoindre toutes.

Dans les deux cas, le groupe de I'équation se partage par 1'ad-
jonclion en groupes tels, que I'on passe de 'un & P'autre par une
méme substitution; mais la condition que ces groupes aient les
mémes substitutions n’a lieu certainement que dans le seeond
cas. Cela s’appelle la décomposition propre.

En d’autres termes, quand un groupe G en contient un autre H,

(*) Ecrite fa veille de la mort de I'autcar. (Insérée ca 1833 dans la Revws en-
cyclopedigue, numéro de seplembre, page 568.) (J. Liovvirex.)
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le groupe G peut se partager en groupes, que I'on obtient chacun

en opérant sur les permulations de H une méme substitution; en

sorte que
G=H+HS+HS +....

Et aussi il peut se diviser en groupes qui ont tous les mémes sub-
slitutions, en sorte que

G=H+TH+TH=+....

Ces deux genres de décompositions ne coincident pas ordinai-
rement. Quand ils coincident, la décomposition cst dite propre.

Il est aisé de voir que, quand le groupe d'une équation n’est
susceptible d’aucune décomposition propre, on aura beau trans-
former cette équation, les groupes des équations transformées
auront toujours le méme nombre de permutations.

Au contraire, quand le groupe d’une équation est susceptible
d’une décomposilion propre, en sorte qu'il se partage en M
groupes de N permulations, on pourra résoudre I’équation donnée
au moyen de deux équations : I'une aura un groupe de M permu-
tations, I'autre un de N permutations.

Lors donc qu'on aura épuisé sur le groupe d’une équation tout
ce qu'il y a de décompositions propres possibles sur ce groupe,
on arrivera & des groupes qu'on pourra transformer, mais dont
les permulations seront toujours en méme nombre.

Si ces groupes ont chacun un nombre premicr de permatations,
Péquation sera soluble par radicaux; sinon, non.

Le plus petit nombre de permatations que puisse avoir un

groupe indécomposable, quand ce nombre n'est pas premier,
est 5.4.3.

2°* Les décompositions les plus simples sont celles qui ont lieu
par la méthode de M. Gauss.

Comme ces décompositions sont évidentes, méme dans la forme
actuelle du groupe de I'équation, il est inutile de s’arréter long-
temps sur cet objet.

Quelles décompositions sont praticables sur une équation qui
ne se simplifie pas par la méthode de M. Gauss?

Yai appelé primitives les équations qui ne peuvent se simpli-
fier par la méthode de M. Gauss; non que ces équations soient
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réellement indécomposables, puisqu'elles peuvent méme se
résoudre par radicauz.

Comme lemme & la théorie des équations primilives solubles
par radicaus, jai mis en juin 1830, dans le Bulletin de Férussac,
une analyse sur les imaginaires de la théorie des nombres.

On trouvera ci-jointe (*) la démonstration des théorémes sui-
vants :

1* Pour qu'une équation primitive soit soluble par radicaux,
elle doit étre du degré pv, p étant premier. .

2° Toutes les permutations d’une parcille équation sont de la

forme
Zhtm...| Tabrblreme.. .t h @kt b 14 €Mt R @R ey

ky !, m, ... étant v indices, qui, prenant chacun p valeurs, indi-
quent toutes les racines. Les indices sont pris suivant le module p;
c’est-d-dire que la racine sera la méme quand on ajoutera i I'un
des indices un multiple de p.

Le groupe qu’on obticnt en opérant toutes les substitutions de
cette forme linéaire contient, en tout,

P p"—1)(p"— p)...(p*"— p*—') permutations.

Il s’en faut que, dans cetle généralité, les équations qui lui
répondent soient solubles par radicaux.

La condition que j’ai indiquée dans le Bulletin de Férussac
pour que I'équation soit soluble par radicaux est trop restreinte;
il y a peu d’exceptions, mais il y en a.

La dernidre application de la théorie des équations est relative
aux équations modulaires des fonctions elliptiques.

On sait que le groupe de I'équation qui a pour racines les sinus
de I'amplitude des p*— 1 divisions d’une période est celui-ci :

Thly Tabtblobedls

par conséquent 'équation modulaire correspondante aura pour

groupe
Thy Fak+bly
T &

(*) Galois parle des manuscrits, jusqu'ici inédits, que nous publions.
(J. Liouvirix.)
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dans laquelle ; peut avoir les p + 1 valeurs
®, 0, 1, B .e.y P—1.

Ainsi, en convenant que X peut &tre infini, on peut écrire simple-
ment

Ehy ZTak+bde
+

En donnaot i a, b, ¢, d toutes les valeurs, on obtient
(p +1) p(p —1) permutations.

Or ce groupe se décomposc proprement en deux groupes,
dont les substitutions sont
Ty ZTak+bh
ad — bc étant un résidu quadratique de p.
Le groupe ainsi simplifié est de

(p+1)p &:;' pcrmnu.tioln.

Mais il est aisé de voir qu'il n'est plus décomposable propre-
ment, & moins que p = 2, ou p=3.

Ainsi, de quelle mani¢re que l'on transforme 1'équation, son
groupe aura loujours le méme nombre de permutations.

.Mais il est curieux de savoir si le degré peut s'abaisser.

Et d’abord il ne peut s’abaisser plus bas que p, puisqu’une
équation de degré moindre que p ne peut avoir p pour facteur
dans le nombre des permutations de son groupe.

Voyons donc si I'équation de degré p + 1, dont les racines z,
s’indiquent en donnant 3 £ toutes les valeurs, y compris I'infini,
et dont le groupe a pour substitutions

Ty, Tak+by
ck+d

ad — be étant un carré, peut s’abaisser au degré p.
Or il faut pour cela que le groupe se décompose (impropre-

ment, s'colend) en p groupes de ( p+|)’—';-'- permutations
chacun,
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Soient o et » deux lettres conjointes dans 'un de ces groupes.

Les substitutions qui ne font pas changer o et o« de place seront
de la forme
Ty ZTm's
Donc si M est la lettre conjointe de 1, la lettre conjointe de m?
sera m*M. Quand M est un carré, on aura donc M?=;. Mais
cette simplification ne peut avoir lieu que pour p =35.

Pour p =17 on trouve un groupe de (p -+ |)L:—' permuta-

tions, od
© 1, 2 §

ont respectivement pour lettres conjointes
o, 3 6, 5.
Ce groupe a ses substitutions de la forme

Thy T k=by
b 13
b étant la lettre conjointe de ¢, et a une lettre qui est résidu on
non résidu cn méme temps que c.
Pour p =11, les mémes substitations auront lieu avec les
mémes notations,
© 1, 3, 5 5 9
ayant respectivement pour conjointes
o, 2, 6 8 10, 2.

Ainsi, pour le cas de p=3, 7, 11, I'équation modulaire
s'abaisse au degré p.

En toute rigueur, cette équation n'est pas possible dans les cas
plus élevés.

Le troisitme Mémoire concerne lés intégrales.

On sait qu'une somme de termes d’une méme fonction ellip-
tique se réduit toujours & un seul terme, plus des quantités algé-
briques ou logarithmiques.

Il 0’y a pas d’autres fonctions pour lesquelles cette propriété
ait liea.

Mais des propriétés absolument semblables y suppléent dans
toutes les intégrales de fonctions algébriques.
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On traite 3 la fois toutes les intégrales dont la différentielle est
une fonction de la variable et d’une méme fonction irrationnelle
de la variable, que cette irrationnelle soit ou ne soit pas un radical,
qu’elle s’exprime ou ne s’exprime pas par des radicaux.

On trouve que le nombre des périodes distinctes de I'intégrale
la plus générale relative & une irrationnelle donnée est toujours
un nombre pair.

Soit 21 ce nombre, on aura le théoréme suivant :

Une somme quelconque de termes se réduit & n termes, plus
des quantités algébriques et logarithmiques.

Les fonctions de premiére espéce sont cclles pour lesquelles la
partie algébrique et logarithmique est nulle.

Il y en a n distinctes.

Les fonctions de seconde espice sont celles pour lesquelles la
partie complémentaire est purement algébrique.

Il y en a a distinctes.

On peut supposer que les différenticlles des autres fonctions
ne soient jamais infinies qu'une fois pour z = a, ct, de plus, que
Jeur partie complémentaire se réduise 3 un seul logarithme, log P,
P étant une quantité algébrique. En désignant par II(z, a) ces
fonctions, on aura le théoréme

N(z,a) —N(a,x) =Xea.¢zx,

pa et 4 étant des fonclions de premiére et de seconde espéce.
On en déduit, en appelant I(a) et ¢ les périodes de Ml (z, a)
et 4z relatives & une méme révolution de =z,

(a)=Z2¢ X ¢a.

Ainsi les périodes des fonctions de troisitme espice s'expriment
toujours en fonction de premiére et de seconde espéce.
On peut en déduire sussi des théorémes analogues au théoréme
de Legendre
FE'+EF—FF' = ;

La réduction des fonctions de troisidme cspéce 3 des intégrales
définics, qui est la plus belle découverte de M. Jacobi, n’est pas
praticable, hors e cas des fonctions elliptiques.

La multiplication des fonctions intégrales par un nombre entier

.
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cst toujours possible, comme l'addition, au moyen d'une équation
de degré n dont les racines sont les valeurs & substituer dans
I'intégrale pour avoir les termes réduits.

Jéquation qui donue la division des périodes en p parties
égales est du degré p*® — 1. Son groupe 2 en tout

(p*» —1)(p3*— p)...(pt*— pin—1) permutations.

L'équation qui donne la division d'une somme de n termes
en p parties égales est du degré p*». Elle est soluble par ra-
dicaux.

De la transformation. — On peut d'abord, en suivant des rai-
sonoements analogues 3 ceux qu'Abel a consignés dans son der-
nier Mémoire, démontrer que si, dans une méme relation entre
des intégrales, on a les deux fonctions

So(x,X)dz, f¥(y,Y)dy,

la dernidre intégrale ayant 2 n périodes, il sera permis de suppo-
ser que ¥ et Y s'expriment moyennant une seule équation de
degré n en fonction de z et de X.

D’aprés cela on peut supposer que les transformations aient
licu constamment entre deux intégrales sculement, puisqu’on
aura évidemment, en prenant une fonction quelconque rationnelle
deyetde Y,

£f/(y,Y)dy = £ F(z,X)dx + une quant. alg. et log.

Il y avrait sur celle équation des réductions évidentes dans le
cas oi les intégrales de I'un et de I'autre membre n’auraient pas
toutes deux le méme nombre de périodes.

Ainsi nous n’avons & comparer que des intégrales qui aient
toutes deux le méme nombre de périodes.

On démontrera que le plus petit degré d'irrationnalité de deux
pareilles intégrales ne peut étre plus grand pour I'une que pour
Pautre. i

On fera voir ensuile qu’on peut toujours transformer une inté-
grale donnée en une autre dans laquelle une période de la pre-
miére soit divisée par le nombre premier p, et les 27 —1 autres
restent les mémes.
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Il ne restera donc & comparer que des intégrales oii les périodes
seront les mémes de part et d’autre, et telles, par conséquent,
que n termes de I'une s'expriment sans autre équation qu’une
seule du degré n, au moyen de ceux de I'autre, et réciproque-
ment. Ici nous ne savons rien.

Tu sais, mon cher Auguste, que ces sujets ne sont pas les seuls
que j'aie explorés. Mes principales méditations, depuis quelque
temps, étaient dirigées sur I'application & I'analyse transcendante
de la théorie de 'ambiguité. 1] s’agissait de voir a priori, dans
une relation entre des quantités ou fonclions transcendantes,
quels échanges on pouvait faire, quelles quantités on pouvait
substituer aux quantilés données, sans que la relation pdt cesser

d’avoir lieu. Cela fait reconnaitre de suite 'impossibilité de beau. *

coup d’expressions que I'on pourrait chercher. Mais je n’ai pas le
temps, et mes idécs ne sonl pas encore bien développées sur ce
terrain, qui est immense.

Tu feras imprimer cetle Lettre dans la Revue cneyclopé-
dique.

Je me suis souvent hasardé dans ma vie & avancer des proposi-
tions dont je n’étais pas sir; mais tout ce que j’ai écrit 1a est de-
puis bientot un an dans ma téte, et il est trop de mon intérét de
ne pas me tromper pour qu'on me soupconne d'énoncer des théo-
rémes dont je n’aurais pas la démonstration compléte.

Tu prieras publiquement Jacobi ou Gauss de donner leur avis,
non sur la vérité, mais sur l'importance des théorémes.

Aprés cela, il y aura, j'espére, des gens qui trouveront leur
profit & déchiffrer tout ce gichis.

Je Uembrasse avec effusion.

E. Gaross.
Le 29 mai 1832,
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MEMOIRE

CONDITIONS DE RESOLUBILITE DES EQUATIONS PAR RADICAUX ().

Le Mémoire ci-joint (?) est extrait d’'un Ounvrage que j'ai eu
I'honneur de présenleri PAcadémie il y a un an. Cet Ouvrage
n'ayant pas été compns, les propositions qu'il renferme ayant é1é
révoquées en doute, j'ai dd me contenter de donuer, sous forme
synthétique, les principes généraux et une seule application de
ma théorie. Je supplie mes juges de lire du moins avec attention
ce peu de pages.

On trouvera ici une condition générale i laquelle satisfait
toute équation soluble par radicaur, et qui réciproquement
assurc leur résolubilité. On en fait I'application seulement aux

(*) Ce Mémoire et le suivant ont été retrouvés dars les papiers de Galois et
publiés pour la premiére fois cn 1846 par Liouville, qui les avait fait précéder de
la note suivante:

« En insérant daas leur Recueil 1a lettre qu'on vient de lire, les éditeurs de ha
Revue encyclopédigue annongaicat qu'ils publieraient prochainement les mane-
scrits laissés par Galois. Mais cette promesse n’a pas été teaue. M. Auguste Che-
valier avait cependant préparé le travail. Il nous a remis et 'on trouvera dans
les fcuilles qui vont suivre :

» 1° Us Mémoire ecatier sur les conditions de résolubilité des équatioas par
radicaux, avec I'application aux équatioas de degré premier;

» 2° Una fragment d'ua second Mémoire o Galois traite de la théorie géaérale
des équations qu’il somme primitives.

» Nous svons conservé la plupart des notes que M. Auguste Chevalier avait
jointes aux Mémoires dont nous venons de parler. Ces notes sont toutes mar-
quées des initiales A. Ch. Les notes non signées sont de Galois lui-méme.

» Nous compléterons cette publication par quelques autres morceaux extraits
des papiers de Galois, et qui, sans avoir une grande importance, pourroat cepen-
dant encore étre lus avec intérét par les géométres. »

Les extraits dont parle Liouville dans la derniére phrase de cette nole a’ocat
jamais éu publiés.

(*) Jai jugé convenable de placer ea téte de ce Mémoire la préface qu'oa va
lire, bien que je I'aie trouvée biffée dans le manuscrit. (A. Cu.)

E. G. 3
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équations doot le degré est un nombre premier. Voici le thécréme
donné par notre analyse :

Pour qu’une équation de degré premier, qui n’a pas de di-
viseurs commensurables, soit soluble par radicaux, il faul et
il suffit que toutes les racines soient des fonctions rationnelles
de deux quelconques d’entre elles.

Les autres applications de la théorie sont clles-mémes autant
de théories particuli¢res. Elles nécessitent d’ailleurs I'emploi de
la théorie des nombres, et d’un algorithme particulier : nous les
réscrvons pour une autre occasion. Elles sont en partie relatives
aux équations modulaires de la théorie des founctions clliptiques,
que nous démontrons ne pouvoir se résoudre par radicaux.

Ce 16 janvier 183s,
E. Gavoss.

PRINCIPES.

Je commencerai par établir quelques définitions et une suite de
lemmes qui sont tous connus.

Définitions. — Une équation est dite réductible quand elle
admet des diviscurs rationnels ; irréductible dans le cas contraire.

Il faut ici expliquer ce qu'on doit entendre par le mot rationnel,
car il se représcntera souvent.

Quand I’équation a tous ses coefficicnts numériques et ration-
nels, ccla vcut dire simplement que I'équation peut se décom-
poser en facteurs qui aient leurs cocfficienls numériques et ra-
tionnels.

Mais quand les cocfficicnls d’une équation ne seront pas tous
numériques el rationncls, alors il faudra entendre par diviseur
rationnel un diviscur dont les coefficicnts s’exprimeraient en
fonction rationnelle des coefficients de la proposée.

1l y a plus : on pourra convenir de regarder comme: rationnelle
toute fonction rationnelle d’un certain nombre de quantités dé-
terminées, supposées connues a priori. Par cxemple, on pourra

Y
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choisir une certaine racine d’un nombre cnlier, et regarder comme
rationunelle toute fonction rationnelle de ce radical.

Lorsque nous conviendrons de regarder ainsi comme connues
de certaines quantités, nous dirons que nous les adjoignons &
I'équation qu'il s’agit de résoudre. Nous dirons que ces quantités
sont adjointes & I'équation.

Cela posé, nous appellcrons rationnelle \oute quantité qui
s'exprimera en fonction rationnelle des cocflicients de I'équation
et d’an certain nombre de quantités adjointes & I'équation et
convenucs arbitrairement.

Quand nous nous servirons d’équations auxiliaires, clles seront
rationnelles, si leurs cocfficients sont ratiouncls en notre sens.

On voit, au surplus, que les propriéiés et les diffliculiés d’une
équation peuvent dtre tout & fait différentes suivant les quantités
qui lui sont adjointes. Par excmple, I'adjonclion d’une quantité
peut rendre réductible unc équation irréductible.

Ainsi, quand on adjoint i I'équation

re—1
&1

oh a est premier, unc racine d'une des équations auxilisires de
M. Gauss, cettc équation se décompose en facteurs ct devient, par
conséquent, réductible. .

Les substitutions sont le passage d’une permutation & I'autre.

La permutation d’oit 'on part pour indiquer les substitutions
cst toute arbitraire, quand il s’agit dc fonctions; caril n’y a aucune
raison pour (ue, dans une fonction de plusicurs lettres, une
lettre occupe un rang plutdt qu’un autre.

Cependant, comme on ne pcut guire se former I'idée d’une
substitution sans se former celle d'une permutation, nous ferons,
dans le langage, un emploi fréquent des permutations, et nous ne
considérerons les substilutions que comme Je passage d’une per-
mutation & une autre.

Quand nous voudrons grouper des substitutions, nous les ferons
toutes provenir d’'une méme permutation.

Comme il s’agit toujours de questions od la disposition primi-
tive des lettres n’influe en rien dans les groupes que nous consi-
dérerons, on devra avoir les mémes substitutions, quelle que soit
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la permutation d'od I'on sera parti. Donc, si dans un pareil
groupe on a les substitutions S ct T, on est sdr d’avoir la substi-
tation ST. .
Telles sont les définitions que nous avons cru devoir rappeler.

Lexue I. — Une équation irréductible ne peut avoir aucune
racine commune avec une équation rationnelle, sans la diviser.

Car le plus grand commun diviseur entre I'équation irréduc-
tible et I'autre équation sera encore rationnel; donc, etc.

Lexse . — Etant donnée une équation quelconque, qui
n’a pas de racines égales, dont les racines sonta, b, ¢, ..., on
peut toujours former une fonction V des racines, telle qu'au-
cune des valeurs que U'on obtient en permutant dans cette fonc-
tion les racines de toutes maniéres, ne soit égale & une autre.

Par exemple, on peut prendre
V=Aa+Bb+Cc+...,

A, B, C étant des nombres entiers convenablement choisis.

Levwve IIl. — La fonction V étant choisie comme il est in-
diqué dans larticle précédent, elle jouira de cette propriété,
que toutes les racines de Uéquation proposée s'exprimeront ra-
tionnellement en fonctionde V.

En effet, soit
V=1zc(a,becd,...)

ou hiea
V—3(a,b,ed...)=o0.

Multiplions entre clles toutes les équations semblables, que I'on
obtient en permutant dans celles-ci toutes les lettres, la premiére
seulement restant fixe; il viendra une expression suivante :

[V—%(a,b,e,d. .. ))[V—%(a,e,b,d,...))[V—~9(@,bd,ec,...)]...,

symétrique en b, ¢, d, ..., laquelle pourra, par conséquent,
s'écrire en fonclion de a. Nous aurons donc une équation dc la
forme

.

F(V,a)=o0.
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Orje dis que de i on peut tirer la valeur de a. Il suffit pour cela
de chercher la solution commune & cette équation et i la pro-
posée. Cette solution est la seule commune, car on ne peut avoir,

par exemple, F(V,b) = o

cette équation ayant un facteur commun avec I'équation sem-
blable, saus quoi I'une des fonclions p(a, ...) serait égale &
I'une des fonctions 9(d, - . .); ce qui est contre I'hypothése.
11 suit de Ja que a s’exprime en fonction rationaelle de V, etil
cn cst de méme des autres racines. ]
Ceute proposition (') est citée sans démonstration par Abel,
dans le Mémoire posthume sur les fonctions elliptiques. ‘

Lexxe IV. — Supposons que I’on ait formé Uéquationen V,
et que U'on ait pris 'un de ses fucteurs irréductibles, en sorte —
que V soit racine d’une équation irréductible. Soient V, V',
VY, ... les racines de cette équation irréductible. Sia=f(V)
est une des racines de la proposée, f(V') de méme sera une ra-
cine de la proposée. ’ :

En effet, cn multipliant entre cux tous les facteurs de la forme
V—¢(a,b,c,...,d), od 'on aura opéré sur les letires Loutes
les permutations possibles, on aura une équation rationnelleen V,
laquelle se trouvera nécessairement divisible par I'équation en
question ; donc V' doit s’obtenir par I'échange des letires dans la
fonction V. Soit F(V,a)=o0 Jéquation qu'on obticnt en per-
mulant dans V toutes les lettres, hors la premiére. On aura donc
F(V',b)= o, b pouvant étre égal 3 @, mais étant certainement
I'une des racines de I'équation proposée; par conséquent, de
méme que de laproposéc et de F(V, @) = o est résulté a= f(V),
de méme il résultera de la proposée et de F(V', b) = o combi-
nées, la suivante b = f(V').

(*) 11 est remarquable que de cette proposition om peut conclure que toute
équatlion dépend d'une équatiou auxiliaire telle, que toutes les racines de cette
nouvelle équation soient des fonctions rationnelles les unes des autres; car
I'équation auxiliaire en V est daas ce cas.

Avu surplus, ceite remarque est purement curicuse. Ea effet, une éqnation qui
a cette propriété n'est pas, ca général, plus facile & résoudre qu'une autre.



PROPOSITION I.

Trtoriwe. — Soit une équation donnée, dont a, b, c, . ..
sont les m racines. Il y aura toujours un groupe de permuta-
tions des lettres a, b, ¢, . .. qui jouira de la propriété suivante:

1° Que toute fonction des racines, incariable (*) par les sub-
stitutions de ce groupe, soit rationnellement connue;

2°® Réciproguement, que toute fonction des racines, détermi-
nable rationnellement, soit incariable par les substitutions.

(Dans le cas des équations algébriques, ce groupe n'cst autre
chose que l'ensemble des 1.2.3... m permutations possibles
sur les m lettres, puisque, dans ce cas, les fonctions symétriques
sont scules déterminables rationnellement.)
=!.~o, si I'on suppose @ = r',
T —1
b=r¢,c==1", ..., g éant une racine primilive, le groupe de
permutations sera simplement celui-ci

(Dans le cas de I'égquation

abed. ...k,

dans ce cas particulier, le nombre des permutations cst égal au
degré de I'équation, et la méme chose aurait licu dans les équa-

tions dont toules les racines seraient des fonctions rationnelles
les unes des autres.)

Démonstration. — Quelle que soit I'équation donuée, on pourra
trouver une fonction rationnclle V des racines, telle que toutes

(') Nous appelons ici invariable non sculement unc fonction dont la forme est
invariable par les substitutions des racines entre clles, mais eacore celle dont la
valeur numérique ne varicrait pas par ces substitutions. Par excmple, si Fz =o
est une équation, Fx cst une fonction des racines qui ne varie par aucume per-
mutation.

Quand nous disons qu'une fonction cst rationncllement connue, nous voulons
dire que sa valeur numérique cst exprimable en fonction rationnelle des coefi-
cicnts de Péquation et des quantités adjointes.
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les racines soient fonctions rationnelles de V. Cela posé, coasidé-
rons I'équation irréductible dont V est racine (lemmes 111 et IV).
Soient V, V', V', ooy Va1 leg racines de cette équalion.
Soient ?V, 2V, 9V, .0ty ?.,__.V les racines de la proposée.
Ecrivons les n permutations suivantes des racines :

(V) 9V, ?gv, 9,V, caey 9....V,
(v +V, aV, ?lv'v secy Pm—y v,
(V') 9 v, L {] v, T v, ey Pm—y v,

CREXTY CEX XYY ses ey ceeny ®eepy escener ’

(Via-1),  oVia=d o Via=t) o V-t . o, Va-t:

je dis que ce groupe de permutations jouit de la propriéié énoncée.
En effet :

1> Toute fonction F des racines, invariable par les substitutions
de ce groupe, pourra étre écrite ainsi : F=¢V, et1'on aura

YV =49V =4¢V'=.. .= ¢Va-1,
La valcur de F pourra donc se déterminer rationnellement.

2° Réciproquement, si une fonction F est déterminable ration-
nellement, ct que I'on pose F = ¢V, on devra avoir

¢V=4V=y¢V=...=¢Va-n,

puisque ’équation en V n’a pas dediviscur commensurable ct que
V satisfait a I'équation F = ¢V, F étant une quantité rationnelle.
Donc la fonction F sera nécessairement invariable par les substi-
tutions du groupe écrit ci-dessus.

Ainsi, ce groupe jouit de la double propriéié dont il s'agit dans
le théoréme proposé. Le théoréme est doac démontré.

Nous appellcrons groupe de Péquation le groupe en question.

Scolie I. — 1l est évident que, dans le groupe de permutations
dont il s’agit ici, la disposition dcs lettres n’est point & considérer,
mais seulement les substitutions de lettres par lcsquelles on passe
d’une permutation & l'autre.

Ainsi I'on pcut se donner arbitrairement une premlére permau-
tation, pourvu que les autres permutations s’cn déduisent toujours
par les mémes substitutions de lettres. Le nouveau groupe ainsi
formé jouira évidemment des mémes propriétés que le premier,
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pu%sque, dans le théoréme précédent, il ne s’agit que des substitu-
tions que I’on peut faire dans les fonctions.

Scolie 1I. — Les substitutions sont indépendantes méme du
nombre des racines.

PROPOSITION II.

Tutorkxe (*). — Si L'on adjoint a@ une équation donnée la
racine r d’une équation auxiliaire irréductible, 1°il arrivera
de deuz choses l'une : ou bien le groupe /e U'équation ne sera
paschangé, oubien il se partagera en p groupes appartenant
chacun & Péquation proposée respectivement quand on lui ad-
Joint chacune des racines de Uéquation auxiliaire; a* ces
groupes jouirontde la propriété remarquable, que U'on passera
de l'un a l'autre en opérant dans toutes les permutations du
premier une méme substitution de lettres.

1° Si, aprés l'adjonction de r, I'équation en V, dont il est
question plus haut, reste irréductible, il est clair que le groupe
de I'équation ne sera pas changé. Si, au contraire, elle se réduit,
alors I'équation en V se décomposera cn p facleurs, tous de méme
degré et dela forme

JV,ry < f(V, 7'y f(V, ) x ...,

r, v, ”, ... éant d’avtres valeurs de r. Ainsi, le groupe de
P'équation proposée se décomposcra aussi en groupes chacun
d’un méme nombre de permutations, puisque & chaque valeur
de V correspond une permutation. Ces groupes seront respecti-

(*) Dans I'énoncé du théoréme, aprés ces mots: la racine r d’une égquation
auxiliaire irréductible, Galois avait mis d’abord ceux-ci : de degre p premier,
qu’il a effacés plus tard. De méme, dans la démoanstration, au lieu de r, /7,
¥, ... €tant d’autres valeurs de r, la rédaction primitive portait : r, ¥, /*, ...
ctant les diverses valeurs de r. Enfin on trouve & la marge du maunuscrit la
note suivante de l'auteur :

« 11 y a quelque chose & compléter dans cetie démonstration. Je n'ai pas le
temps. » .

Cettc ligne a ¢été jetée avec ume grande rapidité sur le papier; circonstance
qui, jointe aux mots : « Je n'ai pas Je temps », me fait penser que Galois a relu
son Mémoire pour le corriger avaat d'aller sur le terraia. (A. Ca.)

N

\-
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vement ceux de I'équation proposée, quand on lui adjoindra suc-

cessivement 7, 7/, ¥, .... - -
2° Nous avoas vu plus haut que toutes les valeurs de V éusient

des fonctions rationnelles les unes des autres. D’apres cela, sup-

posons que, V étant une racine de /(V, r) = o, F(V) en soit une
autre; il est clair que de méme si V' est une racine de f(V, ”)=o,
F (V') en sera une autre; car on aura

JIF(V), 7] = une fonction divisible par f(V, 7).
Donc (lemme 1) ’
JIF(V’), r'] = uae fonction divisible par f(V', 7).

Cela posé, je dis que I'on obtient le groupe relatif & / en opé-
rant partout dans le groupe relatif 3 » une méme substitution de
lettres.

En effet, si I'on », par exemple,

ouF(V) = ¢(V),
on aura cncore (lemme 1),
wF(V) = o(V').

Donc, pour passer de la permutation [F(V)] i la permutation
[F(V")], il faut faire la méme substitulion que pour passer de la
permutation (V) & la permutation (V').

Le théoréme est donc démontré.

PROPOSITION II1.

Tatorine. — Si l’on adjoint & une équation routes les ra-
cines d’une équation auziliaire, les groupes dont il est question
dans le théoréme Il jouiront, de plus, de cette propriété que
les substitutions sont les mémes dans chaque groupe.

Oa trouvera la démonstration (*).

(') Dans le manuscrit, I'énoncé da théoréme qu'on vieat de lire se trouve ea
marge et ea remplace un autre que Galois avait écrit avec sa démoastration sous
le méme titre : Proposition I1). Voici le texte primitif : Tutonkuz. — Si I'dgua-
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PROPOSITION IV.

Tutorkue. — Si ’on adjoint & une équation la valeur numé-
rique d’une certaine fonction de ses racines, le groupe de
Uégquation s’abaissera de maniére a n’avoir plus d’autres
permutations que celles par lesquelles cette fonction est inva-
riable.

En effet, d"aprés la proposition I, toute fonction connue doit
&ire invariable par les permutations du groupe de I’équation.

PROPOSITION V.

ProsrLinr. — Dans quel cas une équation est-clle soluble par
de simples radicaux?

Johserverai d’abord que, pour résoudre une équation, il faut
successivement abaisser son groupe jusqu'd me contenir plus
qu'une scule permutation. Car, quand une équation est résolue,
une fonclion quelconque de ses racines est connue, méme quand
elle n'cst invariable par aucune permutation.

Cela posé, cherchons & quelle condition doit satisfaire le groupe
d’une équation, pour qu'il puisse s’abaisscr ainsi par I'adjonction
de quantités radicales.

Suivons la marche des opérations possibles dans celte solution,
en considérant comme opérations distinctes I'extraction de chaque
racine de degré premier.

tion en r est de la forme r? = A, et que les racines p'*== de l'unile se trouvent
au nombre des guantités précedemment adjointes, les p groupes dont il est
question dans le Théoréme II jouiront, de plus, de cette propriété que les
substitutions de lettres par lesquellcs on passe d'une permutation & ure
autre dans chaque groupe soient les mémes pour tous les groupes. En cfiet,
dans ce cas, il revicat au mime d'adjoindre & I'dquation telle ou telle valeur
de r. Par conséquent, scs propriétés doivent étre les mémes aprés l'adjoactioa de
telle ou telle valeur. Ainsi son groupe doit dtre le m¢me quant aux substitutions
( Proposition I, scolie). Doue, etc.

Tout cela est effacé avec soin; Je aouvel énoncé porte la date 1832 et montre,
par la maviére dont il est écrit, que l'suteur était extrémement pressé, ce qui
coafirme I'assertion que j'ai avancée dans la Note précédeate. (A. Cx.)

N\

\



Adjoignons & I'équation le premier radical extrait dans la sole-
tion. Il pourra arriver deux cas : ou bien, par I'adjonction de ce
radical, le groupe des permutations de I'équation sera diminué; on
bien, cette extraction de racine n'étant qu'une simple préparation,
le groupe restera le méme.

TouJours sera-t-il qu'aprés un certain nombre fini d’extractions
de racines, le groupe devra se trouver diminué, sans quoi I’ us-
tion ne serait pas soluble.

Si, arrivé & ce point, il y avait plusicurs manié¢res de diminuerle
groupe de I'équation proposéc par une simple extraction de racine,
il faudrait, pour ce que nous allons dire, considérer sculement un
radical du degré le moins haut possible parmi lous les simples
radicaux, qui sont tels que la connaissance de chacun d'eux
diminue le groupe de I'équation.

Soit donc p le nombre premier qui représente ce degré mini-
mum, cn sorte que par unc extruction de racine de degré p, on
diminue le groupe de I'équation.

Nous pouvons toujours supposcr, du moins pour ce qui est
relatif au groupe de I'équation, que, parmi les quantités adjointes
précédemment i I'équation, se trouve unc racine p*™¢ de I'unité, a.
Car, comme cette cxpression s'obtient par des extractions de
racines de degré inférieur & p, sa connaissance n’aliérera en rien
le groupe de I'équation.

Par conséquent, d’aprés les théorémes Il et 111, le groupe de
I'équation-devra se décomposer en p groupes jouissant les uns par
rapport aux autres de ccile double propriéié : 1° que I'on passe
de I'un & I'autre par unc scule et méme substitution; 2" que tous
contiennent les mémes substitutions.

Je dis réciproquement que, si le groupe de ’équation peut se
partager en p groupes qui jouissent de cette double propriéié, on
pourra, par une simple extraction de racine p*=*, et par Padjone-
tion de cette racine p***, réduire Je groupe de I'équation & I'un de
ces groupes partiels.

Prenous, en cfet, une fonction des racines qui soit invariable
pour toutes les substitutions de I'un des groupes partiels, et varie
pour toute autre substitution. (1l suffit, pour cela, de choisir une
fonction symétrique des diverses valeurs que prend, par toutes les
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permulations de I'un des groupes partiels, une fonction qui n'est
invarisble par aucune substitution.)

Soit § cette fonction des racines.

Opérons sur la fonction § une des substitutions du groupe total
qui ne lui sont pas communes avec les groupes partiels. Soit §, le
résultat. Opérons sur la fonction §, la méme substitution, et
soit 9, le résultat, et ainsi de saite.

Comme p est un nombre premier, cetlc suite ne pourra s’ar-
réter quau terme 9,_,; ensuile I'on aura §,=19,, §,,, =48, et
aiosi de saite.

Cela posé, il est clair que la fonction

(. -+ 30. + I'..-Q-.. ot "—‘.'-..)'

sera invariable par toutes les permutations du groupe total et, par
conséquent, sera actuellement connue. .

Si I'on extrait la racine p“= de cette fonction, et qu'on I'ad-
joigne & I'équation, alors, par la proposition IV, le groupe de
Péquation ne contiendra plus d’autres substitutions que celles des
groupes partiels.

Ainsi, pour que le groupe d'une équation puisse s’abaisser par
une simple extraction de racine, la condition ci-dessus est néces-
saire et suffisante.

Adjoignons a I'équation le radical en question; nous pourrons
raisonner mainlenant sur le nouveau groupe comme sur le précé-
dent, et il faudra qu'il se décompose lui-méme de la maniére
indiquée, el ainsi de suite, jusqu’d un certain groupe qui ne con-
tiendra plus qu’une seule permutation.

Scolie. — 1l est aisé d’observer cette marche dans la résolution
connue des équalions généralcs du quatricme degré. En effet, ces
équations se résolvent au moycn d'une équation du troisiéme
degré, qui exige clle-méme 'extraction d’une racine carrée. Dans
la suite naturelle des idées, c’est donc par cette racine carrée
qu'il faut commencer. Or, en adjoignant & I'équation du quatriéme
degré cette racine carrée, le groupe de I'équation, qui contenait
en lout vingt-quatre substitutions, se décompose en deux qui n'en
contiennent que douze. En désignant par a, b, ¢, d les racines,

\
\
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voici I'un de ces groupes :

abed, acdd, adbe,
bade, cabd, dach,
cdab, dbac, bead,
deba, bdca, cbda.

Maintenant ce groupe se partage lui-méme en trois groupes,
comme il est indiqué aux théor¢mes 11 et III. Ainsi, par Pextrac-
tion d’un scul radical du wroisidme degré, il reste simplement le
groupe

abed,

bade,

cdab,

dcba;

ce groupe se purtage de nouveau en dcux groupes :

abed, cdab,
bade, dcba.

Ainsi, aprés une simple extraction de racine carrée, il restera

abed,
badc;

ce qui se résoudra enfin par unc simple extraction de racine
carrée.

On obtient ainsi, soit la solution de Descartes, soit celle
d’Euler; car, bien qu'aprés la résolution de I'équation auxiliaire
du troisi¢me degré ce dernier extraye trois racines carrées, oa
sait qu'il suffit de deux, puisque la troisitme s’en déduit ration-
nellement. .

Nous allons maintenant appliquer cette condition aux équations
irréductibles dont le degré est premier.



Applicatioa aux équations irréductibles de degré premier.

PROPOSITION VI.

Lewue. — Une équation irréductible de degré premier ne
peut devenir réductible par Uadjonction d’un radical dont
Uindice serait autre que le degré méme de U'équation.

Car si r, 7, I’y ... sont les diverses valeurs du radical, et
Fz = o I'équation proposée, il faudrait que Fr se partagedt en
facteurs

S, ryxf(=r)x...,

tous de méme degré, ce qui ne se peut, & moins que f(x,r) ne
soit du premier degré en z.

Ainsi, unc équation irréductible de degré premier ne peut
devenir réductible, & moins que son groupe ne se réduise A une
seule permutation.

PROPOSITION VIL.

ProsLime. — Quel est le groupe d’une équation irréductible
d’un degré preméer n, soluble par radicauz?

D'apris la proposition précédente, le plus petit groupe possible,
avant celui qui n’a qu'une seule permutation, contiendra n per-
mutations. Or, un groupe de permutations d’un nombre premier
n de letires ne peut sc réduire & n permutations, & moins que
I'une de ces permutations ne se déduise de I'autre par une substi-
tution circulaire de 'ordre n. (Foir le Mémoire de M. Cauchy,
Journal de U’ Ecole Polytechnique, XVII¢ cahier.) Ainsi, 'avant-
dernier groupe sera

oy Ty Ty T3y ooy Tu—py Ta-ty Ta—p
1y Tyy T3y Ty eoey Tp—gy Ta-qy X,
(G) xy, Tyy cioy eeey eeey Tamgy Toy xy.

®ey  sees  ccas  svey seay veey veey srey

\ Fa-ty Toy Ty ooy cooy Tgeyy La-dy Ta-1

Zoy Zyy gy« «y Ty €lant les racines.
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Maintenant, le groupe qui précédera immédiatement celui-ci
dans Pord- ’:s décompositions devra se composer d’un certain
nombre de groupes ayant tous les mémes substitutions que
celuici. Or, j'observe que ces substitutions peuvent s’exprimer
ainsi (faisons, en général, £,= Ty, Taps =2, ...; il est clair
que chacune des substitutions du gronpe (G) s'obtient en met-
tant partout & la place de x;, xa,., ¢ élant une constante).

Considérons I'un quelconque des groupes semblables au
groupe (G). D’aprés le théortme 1l, il devra s’obtenir en opérant
partout dans ce groupe une méme substitution; par exemple, en
meltant partout dans le groupe (G), 4 la place de x4, 274, / étant
une certaine fonction.

Les substitutions de ces nouveaux groupes devant étrc les
mémes que cclles du groupe (G), on devra avoir

Sk +e)=/(k)+C,

C étant indépendant de &.
Donc

J(k+ 2e)=f(k)+ aC,

------------------------

Sk +me)=f(k)+ mC.
Sic=1,4L =0, on trouvera
SJ(m)=am + b,
ou bien
J(Kk) =ak+ 6,
a ct b éuant des constantes.

Donc, le groupe qui préctde immédiatement le groupe (G) ne‘
devra contenir que des substitutions telles que

ZThy Takeh

et ne contiendra pas, par conséquent, d'autre substitution circo-
laire que celle du groupe (G).
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On raisonnera sur ce groupe comme sur le précédent, et il s’en-
suivra que le premier groupe dans I'ordre des décompositions,
c'est-d-dire le groupe actuel de I'équation, ne peut contenir que
des substitutions de la forme

Zky Takrde

Done, si une équation irréductible de degré premier est
soluble par radicaux, le groupe de cette équation ne saurait
contenir que des substitutions de la forme

Thy Tak+br

a ?l b étant des constantes.

Réciproquement, si cette condition a lieu, je dis que I'équation
sera soluble par radicaux. Considérons, en effet, les fonctions

(o+2xy +atzy +...+ 2% M2y P=X,,
(ZTo+ 2Tg + ABXyg ...+ 21T g p)a P = Xa
(To+ 2Zgr+ 22 Teqr 4. . . 4= AT T 4u )00)" = X,

a étant une racine n*™* de 'unité, a une racine primitive de n.

Il est clair que toute fonclion invariable par les substitutions
circulaires des quantités X,, X4, X, . .. sera, dans ce cas, immé-
diatement connue. Donc, on pourra trouver X,, X,, X, ..., per
la méthode de M. Gauss pour les équations bindmes. Donc, ete.

Ainsi, pour qu'une équation irréductible de degré premier soit
soluble par radicaux, il faut et il suffit que toute fonction inva-
riable par les substitutions

Lky Taked

soil rationnellement connue.
Ainsi, la fonction

(X4 —X) (Xe— X) (Xgs—X)...

devra, quel que soit X, étre connue, .

.\\,
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Il faut donc et il suffit que I'équation qui donne cette fonction
des racines admette, quel que soit X, une valeur rationnelle.

Si I'équation proposée a tous ses cocfficients rationnels, I'équa-
tion suxilisire qui donne cette fonclion les aura tous aussi, et il
suffira de reconnaftre si cette équation auxilisire du degré
1.2.3...(n—2) a ou non une racine rationaclle, ce que l'on
sait faire.

Clest la le moyen qu'il faudrait employer dans la pratique. Mais
nous allons présenter le Lthéoréme sous une autre forme.

PROPOSITION VIIL

Tutoriue. — Pour qu'une équation irréductible de degré
premier soit soluble par radicaux, il faut et il suflit gue deuz
quelconques des racines étant connues, les autres 8 en déduisent
rationnellement.

Premiérement, il le faul, car la substitution
Thy Tak+d

ne laissant jamais deux lettres i la méme place, il est clair qu'en
adjoignant deux racines i I’équation, par la proposition IV, son
groupe devra se réduire & une seule permutation.

En second lieu, cela suffit; car, dans ce cas, aucune substitution
du groupe ne laissera deux lciires aux mémes places. Par consé-

quent, le groupe contiendra tout au plus n (n —1) permutations.

Donc, il ne contiendra qu'une seule substitation circulaire (sans
quoi il y aurait au moins a* permutations). Donc, toute substite-
tion du groupe, x4, Zs:, devra satisfaire & la condition

J(k+e)=f(k)+C.
Doanc, ete.
Le théoréme est donc démontré.

I
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EXEMPLE DU THEORRME VIL

Soit n = 5; le groupe sera le suivant :

abede
bedea
cdead
deabe
eabed

acebd
cebda
ebdac
bdace
daced

ecadb
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DES EQUATIONS PRIMITIVES
QUI SONT SOLUBLES PAR RADICAUX (').
(Fragmeat.)

———

Cherchons, en général, dans quel cas une équation primitive
est soluble par radicaux. Or, nous pouvons de suite établir un
caractére général fondé sur le degré méme de ces équations. Ce
caractére est celui-ci : Pour qu'une équation primitive soit réso-
luble par radicauz, il faut que son degré soit de la forme p*, p
étant premier. Et de 1i suivra immédiatement que, lorsqu’on aura
a résoudre par radicaux une équation irréductible dont le degré
admettrait des facteurs premiers inégaux, on ne pourra le faire
que par la méthode de décomposition due & M. Gauss; sinon
I'équation sera insolable.

Pour éublir la propriété générale que nous venons d'énoncer
relativement aux équations primitives qu'on peut résoudre par
radicaux, nous pouvons supposer que I'équation que I'on veut
résoudre soit primitlive, mais cesse de I'étre par l'adjonction d'ua
simple radical. En d'aulres termes, nous pouvons supposer que,
n étant premier, le groupe de I'équation se partage en n groupes
irréductibles conjugués, mais non primitifs. Car, &4 moins que le
degré de I'équation soit premier, un pareil groupe se préseatera
toujours dans la suite des décompositions.

Soit N le degré de’équation, et supposons qu'aprés une extrac-
tion de racine de degré premier n, elle devienne non primitive et
se partage en Q équations primitives de degré P, au moyen d’une
seule équation de degré Q.

Si nous appelons G le groupe de I'équation, ce groupe devra se
partager en n groupes conjugués non primitifs, dens lesquels les
lettres se rangeront en syst¢mes composés de P lettres conjointes
chacun. Voyons de combien de maniéres cela pourra se faire.

Soit H I'un des groupes conjugués non primitifs. Il est aisé de

(*) Voir la Note s de la page 33.
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voir que, dans ce groupe, deux lettres quelconques prises & vo-
lonté feront partie d’un certain sysiéme de P letires conjointes,
et ne feront partie que d’un seul.

Car, co premier lieu, s'il y avait deux lettres qui ne pussent
faire partie d'un mémec sysiéme de P lcitres conjointes, legroupe G,
qui est tel que I'une quelconque de ses substitutions transforme
les unes dans les autres toutes les substitutions du groupe H,
serail non primitif, ce qui est contre I'hypothése.

En second licu, si deux lcttres faisaient partie de plusieurs
systémes différents, il s’ensuivrait que les groupes qui répondent
aux divers syst¢tmes de P lettres conjointes ne seraient pas primi-
tifs, ce qui est encore contre I’hypothése.

Cela posé, soient

Gy a3, Ay ..., Qp-y,
bﬁ bh blo ooy b’—h
Co, €y Cpy evey Op—q

Jes N lettres : supposons que chaque ligne horizontale représente
un syst¢me de letires conjointes. Soient :

@Ay, Goqy Aoy -oov CoP-p

P lettres conjointes toules situées dans la premiére colonne ver-

ticale. (Il est clair que nous pouvons faire qu'il en soit ainsi, en

intervertissant 'ordre des lignes horizontales.) ’
Soient, de méme, '

e, d11, Q13 B33, ..., G py

P lettres conjointles toutes situées dans la seconde colonne verti-
cale, en sorte que

A1 G143y, Bray B3 -0y @) P

appartiennent respectivement aux mémes lignes horizontales

que .
G0y Aogy, Toyty o3y o0y Gop—y;

soient, de méme, les systémes de lettres conjointes

dse, a34, G33, G138 ..., dyp-g,
Gye G341y Gu3y G .oy OGPy

eeeyg ecey eesy s00g o000y sec ooy

N\,
N

\

gt WY N
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oous obtiendrons ainsi, en tout, P?* lettres. Si le nombre total
des lettres n'est pas épuisé, on prendra un troisidme indice, en
sorte que

G0 Cmuly Omuly Bmady -y Gmal-y

soit, en général, un systéme de letires conjointes; et I'on parvien-
dra ainsi & cette conclusion, que N=P¢, p étant un certain
nombre égal & celui des indices différents dont on aura besoin. La
forme générale des lettres sera

a"n"u‘um‘p'

ki, ks, ks, « . ., ky €1ant des indices qui peavent prendre chacun
les P valeurs 0,1, 2,3, ..., P—1.

On voit aussi, par la maniére dont nous avons procédé, que,
dans le groupe H, toutes lcs substitutions seront de la forme

| TS SRR PSR R Ry B

puisque chaque indice correspond & un syst¢me de lettres con-
jointes.

Si P n'est pas un nombre premier, on raisonnera sur le groupe
de permutations de I'un quelconque des syst¢mes de lettres con-
jointes, comme sur le groupe G, en remplagant chaque indice
par un certain nombre de nouveaux indices, et I'on trouvera
P = R#, et ainsi de suite; d’ot enfin N = pv, p étant un nombre
premier.

Des équations primitives de degré p*.

Arrétons-nous un moment pour traiter de suite les équations
primitives d’un degré p?, p élant premier impair. (Le cas de
P =12 a éé examiné.) Si une équation du degré p* est soluble
par radicaux, supposons-la d’abord telle, qu'elle devienne nonm
primitive par une extraction de radical.

Soit donc G un groupe primitif de p? lettres qui se partage
en n groupes non primilifs conjugués a H.

Les leures devront nécessairement, dans le groupe H, se ranger
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ainsi :
o0 Bo,1y LX) Qo3 ceey Bop-1y
a@y.00 ‘l.lv a2, a3 coey a3 p—10
Gs.0 as,1y LIX N a3 ey Q3 p-ty
ooy cess cesy ceey eceq easvee .

Ap—3,0y Bp-1,8y Tp—1,3y Ap-1.3) <29 Gp-pp—1t,

chaque ligne horizontale et chaque ligne verticale étant un sys-
téme de letires conjointes.

Si I'on permute entre elles les lignes horizontales, le groupe
que I'on obticndra, étant primitif et de degré premier, nc devra
contenir que des substitutions de la forme

(ar p,, Cumbonky),

les indices étant pris relativement au module p.
Il en sera de méme pour les lignes qui ne pourront donner que
des substitutions de la forme

(Ar by Ak, ql+r)-

Dove enfin toutes les substitutions du groupe H seront de la

forme
(Ar,4,y Cmibtn,mb+n,)

Si un groupe G sc parlage en n groupes conjugués & celui que
nous venons de décrire, toutes les substitutions du groupe G de-
vront transformer les unes dans les autres les substitutions circu-
laires du groupe H, qui sont toutes écrites comme il suit :

(a) (B by ooev Bha bty -+2)-

Supposons donc que 'nne des substitutions du groupe G se forme
en remplagant respectivement

ky par @y (ky, Ky),
ky par @i(ky, k).

Si, dans les fonctions ¢, ¢;, on substitue pour X, et &3 les va-
leurs &, + &, k3 s, il devra venir des résultats de la forme

o1 +6y, 9+6,
N

\
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etde ld il est aisé de conclure immédiatement que les substita-
tions du groupe G doivent &tre toutes comprises dans la formule

(A) (Bhty Bmprnbramitontee)

Or nous savons, parle n® ('), que les substitutions du groupe G
ne peuvent cmbrasser que p*— 1 ou p*— p lettres. Ce n'est
point p? — p, puisque, dans ce cas, le groupe G serait non pri-
mitif. Si donc, dans le groupe G, on ne considére que les permuts-
tions od la letire a, 4, par cxemple, conserve toujours la méme
place, on n'aura que des substitutions de I'ordre p*— 1 entre les
p*—1 autres lettres.

Mais rappelons-nous ici que c’est simplement pour la dimons-
JAration que nous avons supposé que le groupe primilif G se par-
tagedt en groupes conjugués non primitifs. Comme celte condi-
tion n’est nullement nécessaire, les groupes seront souvent beau-
coup plus composés.

11 s’agit donc de reconnaltre dans quel cas ces groupes pour-
ront admecttre des substitutions od p?* — p letires seulcment va-
rieraient, et cette recherche va nous retenir quelque temps.

Soit donc G un groupe qui contienne quelque substitution de
I'ordre p? — p; je dis d’abord que toutes les substitutions de ce
groupe seront linéaires, c’est-d-dire de la forme (A). ‘

La chose cst reconnue viaie pour les substitutions de I'ordre
p*—1; il suffiv donc de la démontrer pour celles de 'ordre
P*— p- Ne considérons donc qu'un groupe od les substitutions
seraient toutes m de I'ordre p? ou de I'ordre p* — p. (Voyes I'en-
droit cité.)

Alors les p lettres qui, dans une substitation de I'ordre p* — p,
ne varieront pas, devront étre des lettres conjointes.

Supposons que ces lettres conjointes soient

Goey Gogy Bosy <00y G, p-1.

Nous pouvons déduire toutes les substitutions o} ces p lettres ne
changent pas de place, nous pouvons les déduire de substitutions

(*) Ce Mémoire faisant suite & ua travail de Galois que je ne posside pas, il
m’'est impossible d'indiquer Je Mémoire cité ici et plus bas. (A. Ca.)



de la forme
(as b a1,

et de substitutions de 'ordre p? — p, dont la période serait de p
termes. (Voyes encore I'endroit cité.)

Les premiers doivent nécessairement, pour que le groupe
jouisse de la propriété voulue, se réduire 4 la forme

( L] ¥ X) a‘lv"n)’

d’aprés ce qu'on a vu pour les équations de degré p.

Quant aux substitutions dont la période serait de p termes,
comme elles sont conjuguées aux précédentes, nous pouvons sup-
poser un groupe qui les contienne sans contenir celles-ci : donc
elles devront transformer les substitutions circulaires (@) les unes
dans les autres; donc elles seront aussi linéaires.

Nous sommes donc arrivés i cette conclusion, que le groupe
primitif de permutations de p? lettres doit ne contenir que des
substitutions de la forme (A).

Maintenant, prenons le groupe total que I'on obtient cn opé-
rant sur 'expression

Ak hy

toutes les substitutions linéaires possibles, et cherchons quels
sont les diviseurs de ce groupe qui peuvent jouir de la propriéié
voulue pour la résolubilité des équations.

Quel est d’abord le nombre total des substitutions linéaires?
Premié¢rement, il est clair que toute transformation de la forme

"., ky, myky4- ny kg4 2y, meky + R.kg'.- a

ne sera pas pour cela une substitution; car il faut, dans une sub-
slitution, qu’a chaque lettre de la premiére permutation il ne ré-
ponde qu'une seule lettre de la seconde, ¢t réciproquement.

Si donc on prend une lettre quelconque ay, s, de la seconde per-
mutation, et que 'on remonte 4 la lettre correspondante dans la
premiére, on devra trouver une letire a;, 4, 00 les indices &, &y
seront parfaitement déterminés. 11 faut donc que, quels que soient
l, et l;, on ait, par les deux équations

mky+ Rk 3 =y, myky+ agky 2= by,

N
N

\
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des valeurs de £, etk, finies el déterminées. Ainsi la condition
pour qu'une pareille transformation soit réellement une substi-
tution est que m ny — myn, ne soit ni nul ni divisible par le mo-
dule p, ce qui est la méme chose.

Je dis maintenant que, bien que ce groupe i substitutions
linéaires n’appartienne pas toujours, comme on le verrs, & des
équations solubles par radicaux, il jouira toutefois de cette pro-
priéié, que, si dans une quelconque de ses substitutions ily a »
lettres de fixes, n diviscra le nombre des letires. Et, en effet, quel
que soit le nombre des lettres qui restent fixes, on pourra expri-
me. celle circonstance par des équations linéaires qui donneront
tous les indices de l'une des leltres fixes, su moyen d'un certain
nombre d’entre eux. Donnant & chacun de ces indices, restés arbi-
traires, p valeurs, on aura p™ systémes dc valeurs, m élant un cer-
tain nombre. Dans le cas qui nous occupe, m est nécessairement
< a et sec trouve par conséquent étre o ou 1. Donc le nombre des
substitutions ne saurail étre plus grand que

»pr—=0(p*—p).

Ne considérons maintenant quc les substitutions linéaires ou la
lettre a,,¢ ne varie pas; si, dans ce cas, nous Lrouvons le nombre
total des permutations du groupe qui contient toutes les substitu-
tions linéaires possibles, il nous suffira de muluiplier ce nombre
per pt. ¢

Or, premiérement, en substituant p 2 I'indice £,, toutes les
substitutions de la forme

(a"o-"l' a'o‘u"a)

donneront en tout p —1 substitutions. On en aura p*—pen
ajoutant au terme &, le terme m, Kk, ainsi qu'il suit :

(m') (ksy ks, myky, myky+ ky).

D’un aatre cdté, il est aisé de trouver un groupe linéaire
de p*— 1 permutations, tel que, dans chacane de ses substitu-
lions, toutes les lettres, & I'exception de a,q, varient. Car, en
remplagant le double indice &y, k, par I'indice simple k, + iky,
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¢ étant une racine primitive de
ar'-1—1=0 (modp),

il est clair que loute substitution de la forme

[al'.-o-hh "(u,*-u.ml.-o-l.n]

sera une substitution linéaire ; mais, dans ces substitutions, au-
cune lettre ne reste & la méme place, et elles sont au nombre
de p*—1.

Nous avons donc un systéme de p? — 1 permutations tel que,
dans chacune de ses substitutions, toutes les lelires varient, &
I'exception de a4 . Combinant ces substitutions avec les p*— p
dont il est parlé plus haut, nous aurons

(pt—1) (p*— p) substitutions.

Or, nous avons vu a priori que le nombre des substitutions
oli a, ¢ reste fixe ne pouvait étre plus grand que ( p2 —1)( p*— p)-
Donc il est précisément égal & (p?—1)(p*— p), ct le groupe
linéaire total aura en tout

PYp* —1)( pt— p) permutations,

Il reste & chercher les diviseurs de ce groupe, qui peuvent
jouir de la propriété d’¢tre solubles par radicaux. Pour cela, nous
allons faire une transformation qui a pour but d'abaisser autant
que possible les équations générales de degré p* dont le groupe
serait linéaire.

Premiérement, comme les substitutions circulaires d’un pareil
groupe sont tclles, que toute autre substitution du groupe les
transforme les unes dans les autres, on pourra abaisser I'équation
d'un degré et considérer une équation de degré p*—1 dont le
groupe n’aurait que des substitutions de la forme

(Bhpes B btmybymbrrngd,)s
les p* — 1 lettres étant
b'.lo b.,lv b.,l, ooy

by Bus, By Bag, ...,
bl.lo b!.h b!.lo ‘l.h seoy

®seyg ooy oeeeg oceeg oceee

~
Y

N

b & _ AR .
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J'observe maintenant que ce groupe est non primitif, en sorte
que toutes les lettres od le rapport des deux indices est le méme
sont des lettres conjointes. Si I'on remplace par une seule letire
chaque systéme de letires conjointes, on aura un groupe dont
toutes les substitutions seront de la forme

(e *shezp)
Eélanl les nouveaux indices. En remplagant ce rapporl par un

seul indice &, on voit que les p +- 1 lettres seront
bh bh bly b‘v ey b’—h .*v
et les substitutions scront de la forme

mk+n

(l-, mern).

Cherchons combien ;le lettres, dans chacune de ces substita-
tions, restent & la méme place; il faut pour cela résoudre I'équa-
tion

(rk 4+ s)k — m(mk + R)=o,

quiauradeus, ou une, ouaucune racine, suivantque (m — s)*+-§ nr
scra résidu quadratique, nul ou nou résidu quadratique. Suivant
ces Lrois cas, la substitution serade I'ordre p — 1, 0u p,oup +1.

On pcut prendre pour type des deux premiers cas les substitu-

tions de la forme
‘ (k, mk~+ n),

ou la seule lettre b* ne varie pas, et de li on voit que le nombre

total des substitutions du groupe réduit est

’
~

P+ p(p—1)

Cest aprés avoir ainsi réduit ce groupe que nous allons le
traiter généralement. Nous chercherons d’abord dans quel cas un
diviseur de ce groupe, qui cootiendrait des substitutions de
'ordre p, pourrait appartenir & une équation soluble par radicaux.

Dans ce cas, 'équation serait primitive et elle ne pourrait étre
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soluble par radicaux, & moins que I'on u’edt p + 1==12", n élant
un certain nombre.

Nous pouvons supposer que le groupe ne contienne que des
substitutions de I'ordre p et de I'ordre p + 1. Toutes les substitu-
tions de I'ordre p + 1 seront par conséquent semblables, et leur
période sera de deux termes.

Prenons donc I'expression

( nl’+u

et voyons dans quel cas cette substitution peul avoir une période

de deux termes. Il faut pour cela que la substitution inverse se

confonde avec elle. La substitution inverse est

(‘_ —sk4+n .

TE—m
Donc on doit avoir m=—3, et toutes les substitutions en
question seront
( £ mk+n
om encore
k, m N
A Ty

N étant un certain nombre qui est lc méme pour toutes les sub-
stitutions, puisque ces substitutions doivent étre transformées les
unes dans les autres par toutes les substitutions de l'ordre p,
(ky k 4 m); or ces substitutions doivent, de plus, étre conjuguées
les unes des autres. Si donc

(e e) (0 one )

sont deux pareilles substitutions, il faut que I'on ait

N N
At — e =M —

l—:;-’-ﬂ—l k—_;-&-l-—ﬂ

savoir
(m—n)=2aN.

Donc la différence entre deux valeurs de /m ne peut acquérir

~
\,
N

ol



que deux valeurs différentes; donc m ne peut avoir plus de trois
valeurs; donc enfin p = 3. Ainsi, c’est seulement dans ce cas
que le groupe réduit pourra contenir des substitutions deI'ordre p.

Ei, en effet, la réduite sera alors du quatriéme degré, et, par
conséquent, soluble par radicaux.

Nous savons par li qu’en général, parmi les substitutions de notre
groupe réduit, il ne devra pas se trouver de substitutions de
I'ordre p. Peut-il y en avoir de I'ordre p — 1? C'est ce que je vais
rechercher (*). .

s e seeersssres s 0c 0 e e@c0sc00 sesseses s e eccsscoe

(*) J'ai cherché isutilement daas les papiers de Galois la coatiswation de ce
qu’os vieat de lire. (A. Cn)

FIN.
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